Introducao a Analise Complexa
Problemas propostos

'Semanas 6 - 2 a 5 de Novembro de 2021 |

. Podera existir uma funcao analitica em C cuja parte real seja u(x,y) = e Yz + e*y?

. Decida se existem, ou nao, funcoes analiticas f : C — C satisfazendo as seguintes
condicoes, e em caso afirmativo determine-as:

a) Ref(zr +iy) + Imf(x +1y) = 2% — 3>
b) Imf(z + iy) = 323y + x + azy® para algum o € R, e satisfazendo f(i) = 2.

. Determine fungoes harménicas conjugadas para as seguintes funcoes:

a) u(z,y) =2° +xy — y*
¢) u(z,y) =e¥(x cosx —ysenzw);
d) u(z,y) = log (\/af2 + y2> +2y.

. Sejam «, B : R — R, fungoes diferenciaveis, e f : C — C a funcao definida por
f@ +iy) = a(z) = 3zy* +i(32%y + B(y))

para z,y € R. Decida se pode ou nao escolher «, § de modo a que f seja uma funcao
inteira. Em caso afirmativo, determine «, f de maneira a f(1) = i.

. Considere a seguinte funcao u : R? — R:
u(z,y) =2° +y* = 3ay(z +y)

a) Mostre que u é uma fungao harménica.

b) Determine a fungao harménica conjugada v tal que v(0,0) = 0.

c¢) Calcule
fI0 0 . 0,
c

(z—1) c Z

onde f(2) = u(z,y) + w(z,y), z =x +iy e C é a curva {z € C: |z| = 2} percorrida
no sentido positivo.

. Considere a fungao g : C — C definida por g(z) = 2(22 + 2% — |2]?), e sejam u e v funcoes
de R? em R tais que u(z,y) = Re[g(z + iy)] e v(x,y) = Im [g(x + iy)].
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a) Determine o conjunto dos pontos onde u e v satisfazem as equagoes de Cauchy—
Riemann. O que pode concluir sobre a analiticidade da funcao g7

b) Mostre que u é uma fungdo harménica.

¢) Determine uma fungao f : C — C, analitica em C, tal que Re (f) = u.

. Seja f : C — C uma fungao inteira tal que existe um M > 0 para o qual |f(z)] > M,
para todo o z € C'. Prove que entao f é constante.

. Seja f : C — C uma fungao inteira, tal que existem M, R > 0 e um inteiro n € N
satisfazendo |f(z)| < M|z|", para |z| > R. Mostre que entao f é um polinémio de grau
<n.

Obs: Este resultado mostra que fungoes inteiras, nao polinomiais, tém necessariamente
de crescer em moédulo mais rapidamente que qualquer polinémio, quando z — oco. Como
se justifica esta afirmagao, por exemplo, no caso da fungao inteira (e nao polinomial)
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