Introducao a Analise Complexa
Problemas propostos

'Semana 5 - 25 a 29 de Outubro de 2021

. Determine, pela definicao, os valores dos seguintes integrais:

a) [ |z| dz em que C ¢ a semicircunferéncia centrada na origem, percorrida em sentido
directo, unindo —217 a 2.

b) [,Zdz em que C é o segmento de recta unindo 1 a 2 + 3i.
c) fc zcos 22dz em que C é o segmento de recta unindo 0 a 7i.
. Considere o caminho y; que consiste no segmento de recta unindo o ponto inicial 0 ao
ponto final v/2¢"™*, e considere também o caminho v, entre esses mesmos pontos dado
pela parabola ¢+~ t + it%.

a) Calcule, utilizando a definigao, f% e*dz, com k =1,2.

b) Calcule [ z?dz com k =1,2.

Tk

c) Comente os resultados que obteve nas alineas anteriores.

1
. Calcule o integral / 7 dz, onde vy é percorrida no sentido positivo e
z
v

a) y={z2€C:|z| =1, Im(z) > 0}, e escolha~se o ramo da fungao \/z que verifica
Vi=1,

b) v ={z € C:|z] =1, Re(z) > 0}, e escolha-se o ramo da funcdo /z que verifica
VIi= (-3

. Seja .

f(z) = 2" =exp[(—=1+i)logz] , |2]>0e 0<Arg(z)<2n

Calcule

f(z)dz

|2|=1

onde a curva é percorrida no sentido positivo.

. Seja y(t) = Re® para 0 <t < . Mostre que se R > 2, entao
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Considere o caminho z : [0, +00[— C, definido por z(f) = e~%+¥  que representa parame-
tricamente a curva «. Considere ainda a := f7 zdz.

a) Esboce 7.

¢) Calcule o usando o Teorema Fundamental do Célculo.

)
b) Calcule o usando a definigao.
)
d)

Calcule o usando o Teorema de Cauchy para substituir v por um segmento de recta.

Seja v uma curva fechada simples com orientagao positiva. Usando o Teorema de Green,
mostre que a area no interior de v pode ser escrita na forma

1
? de
t Y

Determine se as seguintes fungoes sao primitivaveis no dominio indicado e em caso afir-
mativo determine uma primitiva.

CZemC\{0} o —2(21_1)

em C\{z+0i:0<z<1} e) f(x+1iy) =3y +2*—y*+i(2zy — 3z) em C

a) z%e¢* em C b)

em C\ {0,1}

1

d) 2(z—1)

Seja f holomorfa numa aberto A e ¥ um caminho fechado em A. Mostre que, para todo
0 2p que nao esta sobre a curva percorrida por vy se tem
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42— 20 z— 2p)
Obs: O caminho nao é necessariamente homotépico a um ponto em A nem z; € A.

Determine todos os possiveis valores do integral

Z COS 2
7{ 5 dz,
c R +1

onde C' é uma qualquer curva de Jordan, seccionalmente regular, contida em C\ {i, —i}.

Para a € C e r > 0, designe-se por y(a,r) o caminho y(t) = a+re®, (t € [0, 2x]). Calcule
j{ (22 + 1) 'dz para:
v(ar)

a)  ~(1,1) b)) (1) c) (=,1) d)  ~7(0,2) e ~(3im)
Calcule o seguinte integral
7{ 23+ €7
- dz,
ztij=2 2+ 2 — 2

em que a curva é percorrida uma vez no sentido directo.



13. Seja I' € C a elipse |z — mi| + |z — 27i| = %, percorrida no sentido positivo. Calcule

. 1
a) 7{,23coshzdz b) %ec"sgz dz c) 7{ =¢ - dz d) fﬁdz
r r rz—s rz-+m

S5z — i dz Cos z
°) f; 2%(2z — m’)dz 2 7? 2%(z — 2mi)3 &) ]g (z —im)"! o

14. Usando o valor do integral f\zlzl %dz, prove que

/ e*%cos (sen 0)df = .
0

15. Considere a funcao complexa definida por
f(z) = fla+iy) =2" —y* — 2wy + 2y + i (2° — y* + 20y — 27) .

Justificando pormenorizadamente a sua resposta, determine o valor do integral

]i (fo'z;y dz,

onde C' = {z € C: |z —i| = 4} é percorrida uma vez no sentido directo.




