Introducao a Analise Complexa
Problemas propostos

|Semana 4 - 18 a 22 de Outubro de 2021 |

1. Determine os dominios de diferenciabilidade e de analiticidade das seguintes funcoes, isto
é, os conjuntos de pontos de C onde admitem derivada e onde sao analiticas, calculando
a derivada onde ela exista:

a) xy — ix b) 2% —y* + 2izy c¢)2® —y+i(z —y*) d)z* —y* + 2lxy| e) 2?3z
f) cos (3z2) —i g) Im(z?) h) Re(z) + Im(z) i) z(e” — e %) RELE
k) ez 1) ze? m) -z

2. Calcule as derivadas das seguintes fungoes:

a)  sen (2) + 322 — ze” b) cos(2)+(2:+1)° o) f(2) =25

3. Deduza as equacgoes de Cauchy-Riemann, em coordenadas polares, da seguinte forma. Seja
f:AC C— C uma fungao definida num conjunto aberto A, tal que f(z) = u(z) +iv(2),
para z € A. Seja T : Rt x]0,2n[— R?\ {(2,0) : = > 0} a aplicacio da mudanga de
coordenadas polares dada por T'(p,0) = (pcos@, psenf) = pe? (Naturalmente, qualquer
outro intervalo de comprimento 27, para dominio dos angulos 6, serviria igualmente).
Defina (p,0) = uo T(p,0) = u(pcost,psend) = u(pe?) e v(p,0) = v o T(p,0) =
v(pcosf, psen ) = v(pe?).

a) Mostre que T, como aplicagao de R?* em R?, é continuamente diferencidvel e tem uma
inversa, também continuamente diferenciavel.

b) Usando o teorema da diferenciagao de fungoes compostas, em R?, mostre que f ¢é
analitica no conjunto A\ {z +iy : z > 0,y = 0} se e 86 se (4,0) : T"H(A) — R? ¢
diferenciavel e satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann polares, em T~*(A)
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¢) Determine a férmula para f'(z) = f'(pe?) em coordenadas polares, em funcio das

derivadas parciais de u e © em ordem a p e 6.

d) Sabendo que a funcdo logz é dada em coordenadas polares por logz = log (pe) =
log p + 0 verifique que ¢é diferenciavel e determine a sua derivada.



. Mostre que f(z) = \/|xy| possui, na origem, derivadas parciais que verificam as equagoes
de Cauchy-Riemann, mas que f nao possui derivada (no sentido complexo) nesse ponto.
Porque é que isso nao contradiz o Teorema de Cauchy-Riemann?

. Seja f: C — C definida por f(z) = (|z]* — 2)z.

a) Determine o subconjunto de C onde f é diferencidvel, bem como o seu dominio de
analiticidade.

b) Mostre que f transforma circunferéncias centradas na origem e de raio r em circun-
feréncias centradas na origem de raio r’. Para que valores de r se tem r = 1’7

. Seja f : C — C uma funcao holomorfa tal que se verifica uma das condigoes

a) Re(f)(z)
b) f'(z) =0,
c) |f(z)| = (constante).

= (constante),

Mostre que entao f(z) = (constante).

. Mostre que se f e f s@o ambas inteiras (i.e. diferencidaveis em todo o C), entao f é
constante.

. Seja A C C um aberto e defina A* = {z € C: z € A}. Se f ¢ uma funcdo analitica em A
mostre que F'(z) = f(Z) é uma fungao analitica em A*.

. Seja f : A — B, com A, B C C abertos, uma funcao diferencidvel, no sentido R?, no
ponto zy € A. Sabendo que, para z = x + iy, se tem z = (2 + 2)/2 e y = (2 — 2)/2i,
podemos interpretar f(z,y) como uma func¢ao de z e z. Defina

of _1(of 10f of _1(of 1of
9z (8x+i8y) © 9T 2( N >

a) Considere caminhos regulares a(t) em A, com «(0) = zq e os correspondentes cami-
nhos transformados 5(t) = f(a(t)). Prove a férmula

#(0) = 2L () a'(0) + S (20) (0]

b) Mostre que f satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann em zj se e s6 se

Nota: este exercicio mostra que as funcoes holomorfas sao, neste sentido, aquelas
que nao dependem de Zz.

c) Conclua que, se f for conforme em zj, entdao sao validas as equagdes de Cauchy-
Riemann e portanto f é diferencidvel complexa em zy, com f’(zg) # 0.



