10.

Introducao a Analise Complexa
Problemas propostos

'Semana 2 - 4 a 8 de Outubro de 2021

Escreva na forma a + bi os seguintes niimeros complexos

4mi

a)2e3s  b)e*™  )sen(1+i)  d)cos(2+ 3i)

. Estabeleca as seguintes identidades (onde z = = + iy):

a) cos (iz) = cosh (2); b) sen (iz) = i senh z;

¢) cos?z +sen?z = 1; d) |cos z|> + |sen z|* = cosh (2y);

e) cosh?(z) — senh?(2) = 1; f) cosh?z + senh?z = cosh (22);

g) sen (z +w) =senz-cosw + cosz-senw; h) cos(z+ w) = cosz-cosw —senz-senw.

Prove que sen z e cos z sao simultaneamente reais se e sé se z € real.

. Mostre que os periodos das fungoes sen e cos sao da forma 2km, com k € Z; e que os

periodos das funcoes senh e cosh sao da forma 2k7wi, com k € Z.
Mostre que sen, cos : C — C sao sobrejectivas.
Mostre que sen z = senw < 2z = w + 2km ou 2 = —w + 7w 4 2km, para algum k € Z.

Calcule o valor principal (i.e., considerando o ramo principal da funcao log z, ou seja,
log z = log |z| + i, com 0 €] — 7, 7| ) de:

a) log (—e) b) log (—1) c) log (1 — 1) d) 2 0) il f) (1\;.;) -

Determine todas as solugoes das seguintes equacoes:

a) e =e b) e = —1 c)logz=1+2mi d)e*+e*+2=0
e)sen(z) =10 f) (z*—1)sen(nz) =0 g) cosh?z=0 h) sen?(1/z) =0

Seja ¢ € [—1,1]. Mostre que sen z = ¢ se e 86 se z € R. Idem para coseno.

a) Mostre que para todooa € C\0eb € R se tem |a°| = |al.
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b) Em que, em geral, loga® # bloga, para nimeros complexos a # 0 e b. Dé exemplos
da igualdade nao se verificar com o ramo principal do logaritmo e b € R.

Estabeleca a seguinte féormula

7 142
arctan z = 3 log ( >

1 —Z

Sugestao: Use a relacio z = tanw e, resolvendo em ordem a ¢™, termine obtendo w em
funcao de z.

Determine a parte real e a parte imaginaria de cada uma das funcoes:

a) Z +iz? b) i — 23 c)zZ/z d) sen (z) e) tan (2)

Esboge a imagem pela aplicacao f do conjunto A indicado:

a) f(z)=2> A={zeC:Argz=1%}

b)  f(z)=2% A={z€C : Re(z)>0}

c) f(z)=¢€*, A={z€C: Re(z) <0, |Im(z)|] <7}

d)  f(z) =logz (ramo principal), A={z€C:2<|z|<e, I <Argz<
e) flz)=(—-9)"t, A={zeC:|z—i<2}

) fle)=(E-0)""' A={ze€C:|z|>1,2z+#i}

Use coordenadas polares para determinar a imagem dos seguintes conjuntos através da
aplicagao z — z + %

a){zeC:|z] =1} b){z€C:|z| > 1} c){zeC:|z| <1}



