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Capitulo 1

Notas Histéricas Sobre Niimeros Complexos *

A introducdo do conceito de nimero complexo esta relacionada com as tentativas de resolucdo
de equacoes algébricas, que tiveram lugar durante a ldade Média.

No seu compéndio de Algebra, Al-Khawarizmi (780-850) apresenta a solugdo de vdrios tipos
de equacdes quadraticas, que estdo de acordo com a “férmula resolvente” que hoje consta dos
programas do ensino secunddrio, quando restrita a solu¢Bes positivas. Sob o califa al-Ma'mun,
cujo reinado ocorreu entre os anos 813 e 833, em Bagdad, al-Khawarizmi tornou-se membro da
“Casa da Sabedoria” (Dar al-Hikma), uma espécie de academia cujos estudos incidiam sobre a
dlgebra, geometria e astronomia. Ai foram efectuadas traducdes em drabe de obras do periodo
greco-romano, o que salvou algumas delas da destruicao.

O compéndio de Al-Khawarizmi é um manual eminentemente prético, em estilo retdrico (sem
férmulas) seguindo a tradi¢do babilénia e hindu da resolugdo de problemas praticos de agrimensura
e contabilidade, mas contendo também demonstracdes geométricas das solugdes dos problemas,
inspiradas nos métodos gregos. Al-Khwarizmi enunciou seis casos distintos de equa¢des do segundo
e primeiro grau; em notagdo moderna, temos: (1) ax? = bz, (2) az® = ¢, (3) bz = ¢, (4)
az?+br = ¢, (5) az®+c = bx e (6) bz + ¢ = ax®. Isto era necessdrio pois os matemdticos desse
tempo ndo reconheciam coeficientes nulos nem nidmeros negativos. Al-Khwarizmi apresentou
sistematicamente as solucoes de cada um desses problemas algébricos, e que eram conhecidas
desde o tempo dos babildnios, mas acrescentou-lhes demonstracdes geométricas, inspiradas nos
Elementos de Euclides. Visto que ndo considerava nimeros negativos, o seu estudo ndo levou
3 introducdo de /—1, como hoje é feito quando se define esse niimero como sendo uma das
solucdes de z2 = —1.

Os métodos da dlgebra conhecidos pelos drabes foram difundidos em Itdlia pela tradugdo em
latim da obra de al-Khawarizmi, feita por Gerard de Cremona (1114-1187). Mas foi o trabalho
matemdtico de Leonardo Pisano (1170-1250), mais conhecido pelo seu pseuddnimo, Fibonacci,
que mais efectivamente difundiu a notacdo numérica e a algebra em uso pelos arabes.

Ao tempo, Pisa era uma importante cidade comercial, que servia de né a muitas rotas comer-
ciais do Mediterraneo. Guglielmo Bonacci, o pai de Fibonnaci, era um despachante (ou, segundo
outros, um oficial aduaneiro) numa cidade hoje situada na Argélia, de nome Béjaia, anteriormente
conhecida por Bugia ou Bougie, e de onde velas de cera eram exportadas para a Europa. Em
Franca, as velas ainda hoje sdo denominadas bougies. Fibonacci foi assim educado no norte de
Africa, pelos mouros, e mais tarde viajou extensivamente por todo o Mediterrdneo, tendo tido
a oportunidade de conhecer muitos mercadores e aprender o sistema de numeracdo drabe, bem

1Esta seccdo é de leitura facultativa.



CAPITULO 1. NOTAS HISTORICAS SOBRE NUMEROS COMPLEXOS

como a dlgebra. Tornara-se entdo débvio o facto de a aritmética e a dlgebra elementar serem
bastante relevantes para a contabilidade e as financas.

Nos trés séculos seguintes, o trabalho de Fibonnaci dominou quer os aspectos tedricos da
algebra quer as técnicas de resolu¢do de problemas praticos. Com a ascencdo da classe mercantil
em lItdlia, particularmente acentuada nos séculos XIV e XV, o ambiente matematico foi bastante
influenciado pela expansdo do negécio dos maestri d’abbaco. Esta maior énfase comercial gerou
grande procura por livros de matematica simplificados, escritos em linguagem comum e muito
diferentes dos longos tratados em latim com demonstracdes geométricas, que os precederam.
No final do século XV, os maestri d’abbaco haviam acrescentado muito pouco aos resultados
conhecidos no século XIl. Mas a atmosfera cultural mais exigente do Renascimento fez os textos
regressar paulatinamente a tradicdo tedrica, representada pelos Elementos de Euclides e pelo
Libber Abbaci de Fibbonaci.

Merece especial destaque o livro Summa de arithmetica, geometria, proportioni e proportiona-
lita, de Luca Pacioli (1445-1517) que, por ser o primeiro texto impresso (e ndo manuscrito, como
anteriormente) de matematica, teve larga difusdo e tornou-se popular por condensar num volume
toda a matemdtica conhecida até entdo. Se é certo que o contelido matemdtico da Summa acres-
centava pouco ao que ja se conhecia, a sua apresentacdo diferia, de forma substancial, da das
suas fontes. Como vimos, as obras dos séculos Xlll e XIV tinham um estilo puramente retérico,
com todo o contetido (excepto os nitimeros) descrito em linguagem verbal. Porém, a Summa
de Paccioli apresenta pela primeira vez os calculos algébricos em forma abreviada, utilizando os
percursores das modernas férmulas matematicas.

Com isto, a dlgebra inicia nova evolugdo. As equacles do terceiro grau tornam-se alvo de
grande interesse, particularmente porque o maior rigor permitiu descobrir varios erros de que
padeciam os trabalhos dos maestri d’abbaco, e que foram transmitidos acriticamente de geracdo
em geracao.

Como sabemos, da equagdo genérica do 3° grau,

3+ ax® + b+ ¢ =0,
pode-se ser facilmente obter a equacdo cubica reduzida,
v’ +py+q=0,

através da mudanca de varidvel y = x + g. Scipione del Ferro conseguiu, provavelmente em 1504,
resolver um dos casos irredutiveis de coeficientes positivos,

(@) 23+ pr =q.
Admitindo apenas p,q > 0, os outros dois casos possiveis da equagdo reduzida (aparentemente
ndo resolvidos por del Ferro) s3o:

(b) z° = px +q,

(c) 2° +q = pz.

A data exacta da descoberta ndo se conhece, por causas que em seguida se explicam.

Naquela época, em Itdlia, o mundo dos matemdticos era extremamente competitivo. Os
estudantes pagavam directamente ao professor cada disciplina que frequentavam. Assim, caso
ficassem descontentes com o nivel ou a qualidade do ensino, podiam suspender sumariamente
o pagamento. Um professor que caisse em desgraca podia ser forcado a deixar a escola, ou
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mesmo a cidade. Para lutar pela sua reputacdo, assegurando assim a subsisténcia, os professores
participavam em competicdes publicas em que o vencedor ganhava prestigio e, presumivelmente,
um maior nimero de alunos. O formato destas competicdes era a de um duelo: o desafiante
iniciava a contenda propondo uma lista de problemas a um professor mais famoso, enquanto o
desafiado ripostava com uma lista de problemas de dificuldade comparavel. Ela declarado vencedor
aquele que conseguisse um maior nimero de respostas correctas. Em tal atmosfera, o guardido de
uma nova solucdo ou técnica de demonstracdo dispunha de uma vantagem considerdvel sobre os
seus potenciais concorrentes. O segredo era, assim, muito importante, sendo que um matematico
nunca sentia grande interesse pela publicacdo das suas mais importantes descobertas.

Deste modo, a descoberta de del Ferro ndo foi comunicada a comunidade matemdtica, pelo
que as ideias novas que introduzia (e suscitava) ndo tiveram impacto imediato. A morte de
del Ferro, em 1526, permitiu a um seu discipulo, Fiore, libertar-se da promessa de sigilo que
havia contraido. Fiori ndo perdeu muito tempo e, em 1530, desafiou Tonini da Coi para uma
competicdo. Incapaz de resolver os problemas, Tonini da Coi desafiou por sua vez um seu rival,
Niccolo Tartaglia. Nessa ocasido, Tartaglia respondeu que esses problemas eram impossiveis. Mas
quando, em 1535, Fiori o desafiou directamente, Tartaglia descobriu sozinho a solucdo e ganhou
mesmo a competicdo, ao conseguir resolver também a equagdo reduzida no caso (b).

Uma dificuldade com estas equagdes, que é visivel no caso (b) mas que n3o aparece no
caso (a), é a possibilidade de aparecer a raiz quadrada de um ndmero negativo como resultado
intermédio do célculo de uma solucdo real positiva. Utilizando notacdo moderna, a deducdo é
simples. Substituindo z = u + v em 2% = pz + ¢ obtém-se:

(u+v)® = u® 4+ 3 + 3uv(u +v) = plu +v) +q

Fazendo 3uv = p na equacdo acima 2 obtém-se o sistema:

Deste sistema resulta uma equagdo quadratica em 3, (u3)? + (g)3 = qu?, de cuja solucdo se

obtém:
T=utv= §/%+w+<’/g—w,

OB

O denominado casus irreducibilis ocorre quando o valor sob o simbolo da raiz quadrada, em w, é
negativo.

Cardano soube do feito de Tartaglia e pediu-lhe para partilhar a sua descoberta, por forma a
que a mesma pudesse ser publicada, com o devido reconhecimento de autoria, no livro que estava
a escrever. Tartaglia, incialmente relutante em aceitar o pedido de Cardano, ante a insisténcia
acabou por lhe comunicar a descoberta, no ano de 1539. Em 1545, Cardano publicou finalmente o
seu tratado, intitulado Ars Magna. Com a meticulosidade que evidencia em questdes matematicas,
Cardano indicou del Ferro como primeiro autor e Tartaglia como tendo descoberto o resultado
independentemente, o que deu origem a uma das mais intensas controvérsias sobre a prioridade
de uma descoberta.

onde

2A equacdo original s6 tem uma incégnita, portanto podemos adicionar esta relagio entre as varidveis u e v,
que apenas fixa uma delas como func¢do da outra.
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Em Ars Magna (1545), Cardano apresenta as solu¢des de del Ferro e Tartaglia dos vérios
casos de equagdes do 3° grau com coeficientes positivos. Isto torna-se possivel, em parte, a
custa do estabelecimento de identidades algébricas. Porém, permaneciam os métodos de prova de
Euclides. Ora, as consideracdes geométricas necessdrias para obter as demonstra¢des criavam um
problema: que significado se devia dar a um nimero negativo? O que significava um segmento
de comprimento negativo, um quadrado de &drea negativa, ou um cubo de volume negativo?
O que significava a diferenca a — b, quando a < b? Ora Euclides, os arabes, Fibonacci, os
maestri d’abaco, Pacioli, e Cardano contornaram sempre o problema da mesma forma: para
ndo admitirem coeficientes negativos consideraram vérios casos para uma mesma equacdo (da
forma que vimos); pois sé assim |hes era possivel interpretar as equagdes do segundo grau como
problemas geométricos envolvendo comprimentos de segmentos e dreas de poligonos.

Além disso, os nimeros negativos introduziam uma enorme dificuldade quando apareciam
sob o simbolo de raiz quadrada. Cardano estava ciente do problema e evitou discutir o casus

irreducibilis em Ars Magna. Para uma equacdo do 2° grau, ele explica assim a dificuldade 3: “se

ax = 2 + b entdo:
2

[..] Se ndo se pode subtrair b de (%)2 [no caso em que (a/2)* — b < 0] entdo o problema &
um falso problema, e a solu¢do que foi proposta nao se verifica”. Esta impossibilidade apenas
significava que a interpretagcdo geométrica da época (requerida pelos métodos de prova disponiveis)
invalidava, a partida, os casos que poderiam levar a introducdo de /—1.

No entanto, no capitulo 37 de Ars Magna, Cardano enuncia o problema

z+y=10
{ xy =40 (1.2)

afirmando depois:

“E evidente que este caso é impossivel. No entanto, procederemos como se segue: dividimos
10 em duas partes iguais, cada uma igual a 5. Estas elevamos ao quadrado, o que da
25. Subtraia 40 do 25 anteriormente obtido, como eu mostrei no capitulo sobre operacdes
[aritméticas] no livro VI, de onde resulta -15, a raiz quadrada do qual adicionada ou subtraida
de 5 da as solu¢bes do problema. Estas sdo 5+ +/—15e 5 —+/—15."

Como o problema (1.2) é equivalente 3 equacdo quadratica 22 + 40 = 10z, ele resolveu-o com a
férmula (1.1), o que pode hoje ser considerado como ébvio mas decerto ndo o era na época. De
facto, o uso de propriedades algébricas como meio de demonstracdo estava ainda na sua infancia.
Quando calculou (10/2)? — 40 = —15, ele comentou que “como tal resultado é negativo, o leitor
terd que imaginar /—15" e concluiu admitindo que “isto é verdadeiramente sofisticado, pois com
isto pode-se fazer as operacdes que ndo se pode fazer no caso de um nimero negativo e de
outros [nimeros]”. Assim, a rejeicdo das limitacdes da interpretacdo geométrica vigente produzia
uma nova entidade algébrica cujas propriedades eram bem distintas de tudo o que até entdo era
conhecido, uma entidade cuja interpretacdo geométrica escapava ao conhecimento da época. Por
isso, Cardano viu-se na obrigacdo de escrever “e assim progride a subtileza da aritmética sendo o
designio da mesma, como se diz, tdo refinado quanto inutil”.

Em 1463, o humanista Johannes Miiller, mais frequentemente designado pelo pseudénimo Re-
gimontanus, comunicou que havia descoberto “os éptimos livros de Diofanto”, o maior algebrista

3traduzimos as férmulas em notacio moderna



grego e que viveu em Alexandria provavelmente na segunda metade do século Il da nossa era. O
livro mais importante que escreveu é a Aritmética, onde introduz uma notagao simbdlica similar a
que fora sido desenvolvida até ao século XVI, com simbolos diferentes para uma incégnita, para o
quadrado de uma incégnita, para o cubo, etc, e onde resolvia equagoes e inequag¢des utilizando o
que ele designou por férmulas inderminadas, e que sdo de facto propriedades algébricas genéricas,
hoje descritas através de férmulas com quantificadores. Até ao Renascimento, a Aritmética de
Diofanto fora descoberta e traduzida vérias vezes, a primeira das quais realizada por al-Karaji,
em Bagdad, no século X. Porém, nunca até entdo a obra tinha conseguido impdr-se aos métodos
geométricos de Euclides, largamente difundidos por al-Khwarizmi e, no Ocidente, por Fibonacci.

Considere-se, por exemplo, o seguinte problema do tomo Il desse tratado: “Encontrar trés
nlimeros tais que o quadrado de qualquer um deles menos o seguinte dd um quadrado”. Usando
notacdo moderna para descrever a solugcdo de Diofanto, ele tomou =z + 1, 2z + 1, e 4z + 1 como
os trés nimeros pretendidos e verificou que satisfaziam as seguintes condi¢des:

(x+1)* = (224 1) = 22, (1.3)

ou seja, um quadrado, e
(22 +1)% — (4z + 1) = 4a?,

também um quadrado, e ja agora
(4 +1)* — (4z + 1) = 1622,

igualmente um quadrado. O facto de este problema ter uma infinidade de solu¢Bes permitiu a
Diofanto enunciar uma propriedade genérica que os niimeros em questdo satisfazem. Em notagdo
moderna, a propriedade escreve-se:

Para qualquer z, (z + 1)? — (22 + 1) = 2?

A sua técnica de demonstracdo usa os métodos algébricos, tipicos da andlise matemdtica moderna;
além disso, Diofanto n3o procurou posteriormente qualquer demonstracdo geométrica da validade
do resultado, como era norma.

Durante a segunda metade da década de 1560, Antonio Maria Pazzi descobriu uma cépia
manuscrita da Aritmética de Diofanto na Biblioteca do Vaticano e mostrou-a a Rafael Bombelli.
Convencidos dos seus méritos, os dois homens iniciaram a traducdo da obra, tendo completado
o trabalho em cinco dos volumes que a constituem. Esta descoberta provocou uma mudanga
significativa no ambiente matemdtico. Numa altura em que a vantagem dos métodos geométricos
na solucdo de questdes algébricas tinha sido enfraquecida pelas descobertas das solucdes das
equacgdes do quarto grau e dos nimeros negativos e complexos como solugcdes dessas equacoes,
a abordagem n3o geométrica de Diofanto encontrou finalmente um ambiente favoravel a sua
difusdo. Em 1572, quando Bombelli publica uma nova e mais completa edicido o seu longo
tratado L'Algebra parte maggiore dell’Arithmetica divisa in tre libri, os termos de inspiracdo arabe
cosa (para incégnita) e census (para o seu quadrado) s3o substituidos pelas tradugdes tanto e
potenza da terminologia diofantina usada para representar niimero (arithmos, em grego) e poténcia
(dynamis, em grego). Além disso, Bombelli removeu quase todos os problemas praticos origindrios
dos maestri d’abbaco, substituindo-os pelos problemas abstractos de Diofanto. Na sua introducdo
ao tomo Ill, ele anunciou que havia quebrado com o costume usual de enunciar problemas *“
sob o desfarce de acgdes humanas (compras, vendas, trocas directas, cdmbios, juros, desfalques,
emissdo de moeda, ligas, pesos, sociedades, lucro e prejuizo, jogos e outras iniimeras transaccoes
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e operagdes baseadas na vida didria)”. Ele pretendia ensinar “a aritmética [dlgebra] avancada,
a maneira dos antigos”. A variacdo introduzida pela dlgebra de Bombelli, o seu tratamento de
problemas cuja solu¢do era impossivel pelos métodos geométricos constituia, ao mesmo tempo, o
reconhecimento de que a solugdo dos problemas algébricos ndo requeria justificacdo geométrica.

Assim, em “|'Algebra” Bombelli segue Cardano mas oferece uma discussdo completa do casus
irreducibilis, introduzindo a notacdo v/—1 nas operacdes com niimeros complexos. Por exemplo,
ele considera a equacdo

23 = 15z + 4,

para a qual a férmula de Cardano da a solucdo:

r= 2tV 4 {2 Vool

Definindo
V24 vV—121 =a+by/—1
e

/2 — /=121 = a — by/—1,

e elevando ao cubo ambos os membros das igualdades acima, ele conclui facilmente que a =2 e

b =1, pelo que a solucdo
r=24+vV—-1+2—+v—-1=4,

apesar de ser real e positiva, s6 péde ser obtida por intermédio de niimeros complexos.

René Descartes (1596-1650), que foi essencialmente um filésofo, produziu também importante
obra cientifica. Instado pelos seus amigos a comunicar as suas ideias filoséficas, publicou em 1537
o “Discours de la méthod pour bien conduire sa raison et chercheur la vérité dans les sciences’.
Esta obra tem trés apéndices cientificos: “La Dioptrique, “Les Météores’ e “La Géométrie" .
Em La Geometrie, Descartes introduz ideias que estdo na base da moderna geometria analitica.
Porém — e infelizmente para a andlise complexa — o filésofo considerava os nimeros complexos
como uma impossibilidade geométrica. Por exemplo, no método que usou para resolver a equacdo
z? = ax — b?, com a e b? positivos, Descartes introduz a palavra imagindrio: “Para qualquer
equacdo podemos imaginar tantas raizes [quanto o seu grau determina], mas em muitos casos
ndo existe a quantidade que correponde a que imagindmos” .

John Wallis (1616-1703), na sua “Algebra”, fez notar que os nimeros negativos — a existéncia
dos quais se havia também colocado objeccles filosdficas durante varios séculos — tém uma
interpretacdo fisica perfeitamente razodvel, cuja base era uma recta com uma marca designando
0 ponto zero e os numeros positivos sendo aqueles que estdo a uma correspondente distancia
do zero para a direita, enquanto os negativos estdo a uma distancia correspondente (em valor
absoluto) para a esquerda. Assim surgiu o conceito moderno de recta real.

Abraham de Moivre (1667-1754) nasceu em Franga mas refugiou-se em Londres, aos dezoito
anos de idade, segundo se cré por motivos religiosos. Em 1698, mencionou que Newton descobrira,
em 1676, um caso particular da férmula que, em notacdo moderna, se escreve:

(cosf +isend)" = cos(nf) + isen(nd).

Abraham de Moivre conhecia este resultado e usou-o varias vezes, mas é devido a Euler o primeiro
enunciado explicito do mesmo.
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Leonhard Euler (1707-1783) nasceu em Basileia, na Suiga, mas viveu a maior parte da sua
vida em S. Petersburgo e em Berlim. Privou com figuras importantes da histéria mundial como
Frederico Il (o Grande) da Prissia e a czarina Catarina (a Grande) da Russia.

Euler é considerado um dos melhores e mais produtivos matematicos de todos os tempos. A
sua obra tocou tantas areas distintas que é impossivel descrevé-la em poucas linhas. Seguindo
a tradicdo que estivera na base da génese do calculo diferencial e integral, desenvolveu novas
ferramentas matemadticas e aplicou-as a problemas da vida real, ao mesmo tempo que tornou os
fundamentos do cdlculo mais simples de compreender e de aplicar.

Euler introduziu a notacdo abreviada i = \/—1; além disso, muita da notacdo da andlise
matemdatica moderna como, por exemplo, a representacdo de uma fungdo genérica por f(z), a
notagdo actual das fungdes trigonométricas, o simbolo > usado em somatdrios e séries, a ele se
deve. Euler vizualizava correctamente os nimeros complexos como pontos do plano, da mesma
forma que hoje o fazemos, embora n3o tenha explicitado uma construcdo dos niimeros complexos
baseada nessa ideia. Também introduziu a representa¢do polar, x + iy = r(cosf + isen@);
descobriu que as solugdes da equacdo 2™ = 1 sdo vértices de um poligono regular de n lados;
definiu a exponencial complexa a partir de

e = cosh +isend
Um caso particular desta identidade,

e =—1,

foi considerada por Richard P. Feynman a “férmula mais notdvel da matematica”, por relacionar
de forma simples os trés ndmeros ndo racionais, 7, e e i, mais conhecidos. O seu estudo da
exponencial permitiu-lhe definir logaritmos de nimeros reais negativos, e mostrar que sé podiam
ser nimeros complexos.

A primeira definicdo consistente de nimero complexo é devida ao noruegués Caspar Wessel
(1745-1818). Em 1799, Wessel publicou o artigo “On the Analitic Representation of Direction:
An Attempt” nas Memoirs da Royal Danish Society of Mathematics. Wessel's paper, escrito
em dinamarqués, passou despercebido, e a sua importancia sé foi reconhecida um século depois,
em 1897. A abordagem de Wessel recorre a vectores no plano: ele usou a soma de vectores
e definiu o produto de forma equivalente ao que hoje fazemos quando somamos os argumentos
e multiplicamos os médulos. Independentemente de Wessel, Jean-Robert Argand (1768-1822),
um bibliotecdrio parisiense que se pensa nao ter tido educacdo formal em matematica, mandou
imprimir numa grafica comum, em 1806, uma brochura anénima com o titulo “Ensaio sobre a
Intepretacdo Geométrica de Quantidades Imagindrias”. A. Legendre obteve uma cdpia deste texto,
que 0 mencionou numa carta a um irmdo de Jacques Francais; este Gltimo publicou, em 1813, um
artigo nos Annales de Mathématiques com a definicdo bdsica dos nimeros complexos. No (ltimo
paragrafo do seu artigo, Jacques reconheceu a importancia da carta de Legendre, e pediu ao autor
andnimo que se identificasse. Argand tomou conhecimento disto, e a sua resposta encontra-se no
nimero seguinte da revista.

E porém sabido que Carl Friedrich Gauss (1777-1855) conhecia a representagdo geométrica
dos nimeros complexos desde 1796 mas ndo a publicou até 1831. Entretanto William Rowan
Hamilton (1805-1865), um importante fisico e matemadtico, cujas descobertas mais importantes
sdo a mecanica hamiltoniana e os quaternides, publicou em 1831 um importante trabalho onde os
(mais tarde designados por) niimeros complexos sdo definidos como pares ordenados de niimeros
reais, (a,b). A sua soma foi definida por (a,b) + (¢,b) = (a + b,c + d) e o seu produto por
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,bc + ad). Isto constitui, com efeito, a definicdo algébrica moderna dos

11



CAPITULO 1. NOTAS HISTORICAS SOBRE NUMEROS COMPLEXOS

nimeros complexos. Finalmente, em 1831, Gauss decide-se a publicar um artigo onde introduz a
designacdo nimero complexo, Gauss sumariza assim as dificuldades enfrentadas:

“Se este assunto tem até agora sido tratado de um ponto de vista errado, e logo
envolto em mistério e obscurecido, é em grande medida o uso de uma terminologia
desadequada que deve ser culpado. Tivessem +1, —1 e \/—1, em vez de sido chama-
dos de unidade positiva, negativa e imagindria (ou, pior ainda, impossivel), recebido
os nomes, por exemplo, de unidade directa, inversa e lateral, entdo dificilmente teria
existido qualquer contexto para tal obscuridade.”

12



Capitulo 2

Ndmeros Complexos

2.1 Estrutura Algébrica

Define-se o conjunto dos niimeros complexos como sendo

(C:{z:m+iy tal que =, yER}

em que i? = —1. O ndmero real = é denominado parte real do complexo z, © = Re z, e y é

denominado parte imagindria do complexo z, y = Im z.

Podemos considerar os niimeros reais como sendo os complexos cuja parte imagindria é 0.
Por outro lado, os complexos com parte real nula denominam-se imagindrios puros. De forma
simplificada

Imz=0 & 2zeR |, Rez=0 & z€iR

e Conjugado de um complexo:

Se z = x + iy, define-se o seu conjugado por
Z=x—1ly (Rez=Reze Imz=—1Im2)

E 6bvio que
, VzeC

i
I
IS

e lgualdade de complexos:

Sez=zx+iy, w=a+ibeC
zZ=w & r=a e y=2>
Exemplo:
1. O 0 (complexo) é o nimero cujas partes real e imagindria sdo 0 (real)
z=0 & Rez=Imz=0
2. z=ZzZseesdselmz =0, ou seja
2=z & zeR

13



CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEXOS

e Soma/Produto de complexos e o corpo C:
Sez=x+iy, w=a+ibeC
z4+w=(rx+a)+i(ly+0b) , zw = (za — yb) + i(xb + ya)
O conjunto € munido destas opera¢des diz-se um corpo, pois verifica:

© A soma tem as seguintes propriedades:

* a soma de quaisquer nimeros complexos é também um ndmero complexo (fechado
para a soma)
Se zy,weC=z+weC

*

prorpiedade associativa

z+(w+u)=(z+w) +u=z+w+u

*

propriedade comutativa
zHw=w+z

existéncia de elemento neutro, 0

*

z2+0=2z2
% existéncia de inverso aditivo (simétrico), representado por —z
2+ (—z) =0;

se z =1x + iy entdo —z = —x — iy.
o O produto tem as seguintes propriedades:

* o produto de quaisquer ndmeros complexos é também um ndmero complexo (fe-
chado para o produto)
Se z, we C=zweC

* propriedade associativa
2(wu) = (zw)u = zwu

* propriedade comutativa

Zw = wz
* existéncia de elemento neutro, 1
lz =2z
* existéncia de elemento absorvente 0
0z=0

* todos os complexos diferentes de 0 tém inverso multiplicativo (inverso), represen-

tado por L ou z7:

Z(;) =1

_ ; 54 ,—1 . z—iy
se z =x +1y entao z~ = Tyt
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2.1. ESTRUTURA ALGEBRICA

¢ Finalmente, a propriedade distributiva do produto relativamente a soma ¢é valida:

z(w+u) = zw + zu

e Simétrico/Diferenca de complexos: Se w = a+ib € C
—w=—a—1ib ou seja Re(—w) = —Rew , Im(—w) = —Imw

Como consequéncia da existéncia de simétrico, podemos definir a subtraccdo de dois com-
plexos como sendo a soma pelo simétrico, se z = x + iy, w=a +ib € C

z—w=(r—a)+i(y—0)

¢ Inverso/Quociente de complexos:
Sew=a+1ibe C\ {0}

wflzi::l_: a—ib
w ww  a?+ b2
Como consequéncia da existéncia de inverso para todo o complexo ndo nulo, podemos
definir o quociente de dois complexos como sendo o produto pelo inverso. Se z = x + iy,
w=a+ibeCew#0
z (z +1iy)(a — ib)

w a? + b2

E f4cil de mostrar que para z = = + iy € C, se tem

Rez:2+z ; Imz:z_
2
e se além dissow =a+ib € C
tw=z+w ; Zw=zZw w=! = (@)~ (w #0)

Os nimeros complexos verificam as mesmas propriedades algébricas dos nimeros reais, que

se designam por propriedades de corpo '. Em particular, a importante lei do anulamento do

produto é vilida:
zw=0 & z=0 V w=0

2.1.1 Inexisténcia de relacao de ordem total em C

Uma relagdo de ordem total (estrita) num conjunto M é uma relagdo, <, que verifica:

(1) Dados a,b € M ent3o verifica-se uma e sé uma das seguintes proposi¢des: a < bou b < a
ou a =b. (tricotomia)

(2) Dados a,b,c € M tais que a < beb < centdo a < c. (transitividade)

Se M for um corpo, a relacdo diz-se compativel com a soma e o produto se

!Note que tanto Q como R verificam as propriedades de corpo.
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CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEXOS

(3) Dados a,b,c € M,sea<bentdioa+c<b+ec.
(4) Dados a,b,c € M, se a < be 0 < centdo que ac < bc.

Um corpo munido de uma relacdo de ordem compativel com a sua soma e produto diz-se um
corpo ordenado. Os nimeros racionais e os niimeros reais, com a soma, o produto e a relacdo de
ordem usuais, constituem dois bem conhecidos exemplos de corpos ordenados.

Dados quaisquer a,b € M, diz-se que a > b se b < a. A partir das propriedades de corpo e
dos axiomas de ordem prova-se que se a < 0 entdo —a > 0 (basta usar o axioma 3. comb=0¢e
¢ = —a), de onde resulta que:

(5) Dados a,b,c € M, se a <bec<0entdo ac > be.

Isto implica, em particular, que 1 > 0 (e que —1 < 0). 2

A partir destes resultados prova-se entdo que nio existe qualquer relacio de ordem em C
que seja compativel com a soma e o produto (isto é, que satisfaca as propriedades 1-4). Pois
supondo que existia, entdo, pela propriedade tricotémica, oui > O oui < 0. Massei > 0
entio i = i*i > 1ix0 = 0 (propriedade (4)) o que contradiz i = —1 < 0. Se i < 0 entdo

i2=1i%1i>1%0=0 (propriedade (5)) o que também contradiz i = —1 < 0.

2.1.2 Poténcias de Expoente Inteiro e Polinémios Complexos

SenceZezecC

z-z--2z se n>0
—_—
n vezes

2" = 1 se n=0
1
— se n<0
Z—n

Como consequéncia das propriedades comutativa e associativa do produto, verificam-se as propri-
edades
2" w" = (zw)" , 2" =z

Podemos entdo definir um polindmio como sendo
P(z) = apz" + 12"+ .. +ayz+ao
em que a,, a1, ... G, SA0 constantes complexas. Mais tarde demonstraremos o seguinte resultado:

Teorema Fundamental da Algebra
Se P(z) é um polinédmio de grau n € N entdo P admite exactamente n raizes (contando com
multiplicidades).

Isto significa, que se P é um polindmio de grau n € N, existem n complexos z1, ..., 2, tal que
P(z) =0 para todo k = 1,...,n e como tal podemos escrever o polinémio na forma factorizada

P(z) =an(z — 21)...(z — zn)

*Note que o que provamos aqui n3o é auto-evidente: vimos que em qualquer corpo ordenado (e nio apenas
em R) se verifica 1 > 0, etc.
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2.2. ESTRUTURA GEOMETRICA, REPRESENTACAO POLAR E FORMULA DE EULER

2.2 Estrutura Geométrica, Representacao Polar e Férmula de Euler

Cada elemento = + iy € C, pode ser identificado com o ponto (z,3) do plano R2.

Na figura (2.1) podemos observar uma representa¢do geométrica de C. Nela, as rectas verticais
representam os complexos com a mesma parte real, Re z = «, e as rectas horizontais representam
os complexos com a mesma parte imagindria, Im z = . Assim, cada complexo z = a +if3, é
unicamente representado pela interseccdo de duas rectas Rez = a e lm z = (.

Re z

Figura 2.1: O Plano Complexo.

Em particular, Imz = 0 é o eixo real, Rez = 0 é o eixo imagindrio e a sua interseccdo é a
origem.

Tal como em R?, podemos também usar as coordenadas polares para representar um niimero
complexo. Assim, se z = x + iy € C, denomina-se por mdédulo de z, o nlimero real

|z] = Va2 +y2.

Por outro lado se z # 0, denomina-se por argumento de z qualquer nimero real 6 que verifique
as igualdades
x = |z| cos@ e y = |z| senf.

Isto implica que
tgh = y,
x

para x # 0. Desta forma, o complexo z pode ser escrito na forma polar por:
z= |z|<cos(arg z) +1 sen(arg z))

Por agora apenas para simplificar a escrita, introduzimos a notac¢3o:

iarg z

cos(arg z) +1sen(argz) = e

Com esta abreviatura, a representacio de um complexo na forma polar reduz-se a |z|e!*8%. Na
figura (2.2) encontra-se a representagdo geométrica de um complexo em coordenadas polares.

17



CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEXOS

Nestas coordenadas, as semi-rectas com origem em O representam os complexos com o mesmo

argumento, argz = 0, e as circunferéncias centradas na origem representam os complexos com o
mesmo médulo, |z| = r. Assim, cada complexo z = relf

, € representado pela interseccdo de uma
semi-recta com uma circunferéncia.

arg z =10

\ h Re z

Figura 2.2: Representagdo polar de um nimero complexo.

Euler definiu a exponencial de um ndmero imaginario por
e = cos +isend para qualquer 6 € R.
Trata-se da famosa férmula de Euler. Esta definicdo justifica-se pelo facto de cos 0 +isen 6 ter as

propriedades que se esperam de uma fun¢do exponencial. Usando apenas trigonometria, pode-se
provar facilmente que para quaisquer 6,p € R e k € Z:

61(0+<p) _ 6196190
61«96710 -1
e L
& = —

619

. o\ k
oik0 <€19) .

Recorrendo entdo a férmula de Euler, a forma polar de um nimero complexo escreve-se, simples-
mente:

z = |z| o8,

(2.1)

Tomando z = —1 em (2.1) obtém-se

férmula também devida a Euler e que relaciona os trés nimeros n3o racionais mais conhecidos da
Matematica.
O valor do argumento de um complexo ndo é tnico:

se 0 verifica a igualdade (2.1) entdo 0 + 2k7, com k € Z, também verifica (2.1).
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2.2. ESTRUTURA GEOMETRICA, REPRESENTACAO POLAR E FORMULA DE EULER

No entanto é (inico em cada intervalo de comprimento 27, isto é, para cada z # 0 e o € R existe
um dnico 0 € [, + 27| ou a Jov, v + 27], tal que 6 é o argumento de z.

e 0 é o Argumento Principal se verifica (2.1) e pertence ao intervalo | — 7, 7].
e  é o Argumento Minimo Positivo se verifica (2.1) e pertence ao intervalo [0, 27].

e Para certo a € R, 6 pertence ao Ramo « do Argumento se verifica (2.1) e pertence ao
intervalo [a, a + 27r].

Dados z,w € C, verifica-se que:
|z +w| < |z| + |w| (desigualdade triangular)
Geometricamente a desigualdade triangular é consequéncia do facto de que num tridngulo o
comprimento de qualquer dos lados é sempre menor que a soma dos comprimentos dos outros
dois lados. Analiticamente, podemos demonstra-la assim:
z+wf = +w)(ztw) = (z+w)(Z+0)
= Z+2w+wI+uws = |2?+ 20+ 2w + jw
= |2|> 4 2Re(2@) + |w]? < |22 + 2|2w] + |w|?
2 2 2
= |27+ 22| [w| + [wl" = (2] + |w])

Como consequéncia desta desigualdade, tem-se que:

Vz,weC |z —w| >

2] = -

A partir da representacdo polar e da férmula de Euler é ficil de obter algumas propriedades
adicionais que melhor especificam a estrutura geométrica do conjunto dos ndmeros complexos, e

que n3o se podem obter no espaco vectorial R%. Assim, se z = r¢l? e w = pe'¥ entdo:

E:]z\e_ie . 2w =rpe@tP) 2 Li-¢)
w o p
pelo que
_ z z
L T B A
wl |l
2

arg (z) = —arg(2) , arg(zw) =arg(z) +arg(w) , arg( )= arg(2) - arg(w)
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CAPITULO 2. NUMEROS COMPLEXOS

2.2.1 Raizes indice n de um Ndmero Complexo

A partir da expressdo do produto de ndmeros complexos na forma polar, obtém-se a férmula de
De Moivre:

=z VneN.
Daqui se deduz que qualquer complexo z = |z|e! ndo nulo admite n raizes indice n distintas
dadas por:
s 0+2km
V2= /|zle , k=0,1,...n—1.

Para o caso n = 2 (raizes quadradas), a expressdo anterior é equivalente a:

i
Vz=2/|z]en
Para n > 3, as raizes indice n de um nidmero complexo formam um poligono regular de n lados.

E de notar que algumas propriedades das raizes reais 3 n3o s3o satisfeitas pelas raizes com-

plexas, mesmo se interpretadas no sentido da igualdade de conjuntos.
Exemplo:

1. Determinar todos os valores de /—1 e v/i. Por um lado

A4/ - w+2kw
V—1=Vem =¢ 3 , k=0,1,2,3 ,
pelo que as raizes quartas de —1 estdo representadas no conjunto
R1:{€4,€4 ,€e 4 ,64}
Por outro lado

\/i_ = 6171—/2 = el %+22k7r g el(%+kﬂ—)

) k:071 )

e assim as raizes quadradas de ¢ estdo representadas no conjunto

im Sim
R2:{64,64}

E Sbvio que Ry C Ry pelo que v/—1 # v/i. No entanto, a igualdade verifica-se para 2 das
3 Sim T

s jus g Sls s
raizes: e 4 e a sua simetrica, € 4 = —e 4.

3Um exemplo de uma propriedade das raizes reais n3o satisfeita pelas complexas é: se z € R*, n, mep € N

entdo:
"axmr = {xP e VxP = (%)p
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2.2. ESTRUTURA GEOMETRICA, REPRESENTACAO POLAR E FORMULA DE EULER

2
2. Determinar todos os valores de {/(1+1i)2 e (\‘71 + i) . Por um lado

% +2km

Va+i2=v2i=v2eé"7 | k=0,1,2,3 ,
pelo que os valore possiveis de /(1 + i)? sdo os elementos do conjunto

Por outro lado

2 2 42k 2 . E 2k
<\4/1+i) :({‘/\/ieiﬂ/‘l) :(\8/56144 ) — V2T k=0,1,2,3

2
e assim os valore possiveis de <\4/1 + i) estdo representados no conjunto

Ry = {\4/56% , \47569% , \4756178” , \475622”} = {%e% , \4756178”}
2
Mais uma vez se conclui que Ry C Ry, pelo que /(1 +1)? # (\4/1 + i> .
2
. Determinar todos os valores de {/(v/3 —1)2 e <\3/\/§— i) . Por um lado

2 =L 2km
V(3-i2=7{ <26—i7f/6> — Va3 = Y25 k=0,1,2

s 3 . ~ .
pelo que os valores possiveis de {/(1/3 —1)2 sdo os elementos do conjunto

Ry = {\S/Z_le_%i , \S/Ze% , \3/16%}
Por outro lado

2 - 2 —iZ42km\ 2 —iZ+4km
<3 \/§—i> — (\3/26717r/6> - <\3/§e = > = Ve, k=0,1,2

2
. s - 3 . ~ .
e assim os valore possiveis de < V3 - 1> estdo representados no conjunto

Ry = {\?/_ef%i , Ve s \ \?/4_163%}
Verifica-se neste caso que Ry = Ry. Pelo que neste caso se verifica que {/(v/3 —1)2 =
2
(VvB=i)"
De facto podemos enunciar a seguinte propriedade:

Se z € C, n, p sdo nlimeros naturais primos entre si, entdo

Ve = (v7)

P
onde a igualdade deve ser interpretada como igualdade entre conjuntos.
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Capitulo 3

Funcoes Complexas de Variavel Complexa

3.1 Definicao e Notacao

f: D c C — C diz-se uma funcdo complexa de varidvel complexa se a todo z € D fizer
corresponder um e um sé w = f(z) € C. Nesse caso

Doz=z+yi — w=f(z)=u(zy)+iv(z,y) eC
Seja D C R? o conjunto em R? que “corresponde geometricamente” a D C C, isto é:
(x,y)eD <« x+iyeD

As funcdes u: D € RZ? - Re v : D e R? — R sio denominadas respectivamente, a parte real
e a parte imagindria de f. O conjunto D é denominado o dominio de f. Quando nada se diz
acerca de D, subentende-se que:

D={z€C : f(z) estd bem definido (em C)}
e corresponde, em R?, a:
D= {(z,y) € R? : u(z,y) e v(z,y) estdo bem definidos (em R)}

(D é a intersec¢do dos dominios de u e v).

Exemplos:

1. Consideremos a fungdo f(z) = 22 + 3. Entdo
flx4+yi) = (x+yi)? +3 =24 2zyi — > + 3 =22 —y* + 3+ 2ayi

Pelo que
Ref=u(z,y)=2>—y*+3 e Imf=ov(xy)=2zy

E Sbvio que o dominio de f é C.

2. A fungdo f(z) = , tem por dominio o conjunto

_c
2241
D={zeC: 22+14£0}=C\{i,—i}
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3. A funcgdo definida por f(z) = 22 — 4z + Re z tem dominio C e
fla+yi) = (z+yi)* — 4z +yi) + 2 = (2 — y* = 32) + (2ay — 4y)i
pelo que

Ref=u(z,y) =2> -9y —3z e Imf=ouv(zy)=2zy—4y.

4. Sendo n € N, considere-se f(z) = {/z (com —7 < argz < 7) e escolhendo o valor da raiz
de tal forma a que ¥/1 = 1. Note que se escolhermos apenas uma das n raizes indice n,
entdo obtemos um Unico valor para {/z. Desta forma, seja:

.arg 2

f(z2) = Vlzl e n

Trata-se de uma fungdo cujo valor é uma raiz indice n de z e que satisfaz f(1) = 1. Além
disso, o seu dominio é C e

Re /2 = {/|z| cos S Im{/z = {/|z| sen

n

com Tw<argz<mT

arg z

3.2 Funcoes Elementares

Funcoes Polinomiais e Racionais
Uma fungdo polinomial é definida através de um polinédmio complexo:
P(z)=ap+a1z+ -+ apz",

onde n é o grau do polindmio e ag,ay,...a, € C os seus coeficientes. O dominio das fun¢des
polinomiais é C. Tal como no caso real, se zy for uma raiz de P(z) entdo existe Q(z) (de grau
n — 1) tal que a factorizagdo P(z) = (z — 29)Q(z) é vélida.

Uma funcdo racional é dada por

P(z)

f(z) = :
) Q(z)

onde P(z) e Q(z) sdo polinémios. O dominio de f(z) é
D={z€C:Q(z) #0}
Admitindo que P(z) e Q(z) ndo tém raizes comuns, entdo se zy é uma raiz de Q(z) resulta que

P
1) = |5
isolada de uma funcdo complexa, conforme veremos mais tarde.

— oo quando |z — zg| — 0. Este é o exemplo mais simples de uma singularidade

Exponencial Complexa
Para z € C, define-se exponencial complexa por
e = elte? < cos(Im z) + isen(Im z))
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3.2. FUNCOES ELEMENTARES

isto é, se z = x + iy
e =¢e"eY = em(cosy +iseny)

7

A exponencial complexa é uma extensdo da exponencial real ao plano complexo. O dominio da
exponencial complexa é C, e

Ree” =e®cosy , Ime* =e®seny , |¢f] =eR°% | arge” =Imz

Desta forma podemos observar que as imagens por f(z) = e* de complexos com parte real cons-
tante (rectas verticais) sdo complexos com mdédulo constante (circunferéncias centradas na origem)
e a imagem de complexos com parte imagindria constante (rectas horizontais) sdo complexos com

argumento constante (semi-rectas com origem em 0) — ver Figura 3.1.

Re z = ay R
ez =aqap

= 0
ol =e Arg z =by

Im z = by

Imz="b A )
rg z="b1

Figura 3.1: Transformacdo de rectas horizontais e verticais por f(z) = e*.

Propriedades Elementares da Exponencial Complexa

e Para todos z, w € C,

e Paratodo z € C
62-1—21971'1 — 7 , ke

o que significa que a exponencial complexa é periddica de periodo 27i.

e Para qualquer w € C\ {0}, a equagdo e¢* = w pode sempre ser resolvida e tem uma
infinidade de solucdes, que sdo dadas por:

e=w < z=loglwl +ilargw+2km) , keZ

(porqué?)

Funcoes Trigonométricas
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A partir da férmula de Euler tem-se, para qualquer y € R:

e¥ = cosy-+iseny

e = cosy—iseny

Somando e subtraindo as identidades anteriores obtém-se, respectivamente, cosy = %(eiy +e‘iy)
— L(elv _ oy
eseny—m(e e ) . . . . .
Podemos entdo generalizar as fungdes trigonométricas reais a fungdes complexas de varidvel

complexa, definindo-as, para todo o z € C, por:

e +e* e —e sen z CoS 2
—_— senz = tgz = , cotgz=

cos z = , - ,
2 21 COS 2 sen z

E 6bvio que as fungdes sen z e cos z tém dominio C, enquanto que o dominio da funcdo tgz é
C\{z : cosz =0} e o dominio da fungdo cotgz é C\ {z : senz = 0}.

As propriedades das fungbes trigonométricas complexas sdo andlogas as das fungdes trigo-
nométricas reais, e podem ser facilmente justificadas a partir das suas definicdes. Em particular,
para quaisquer z, w € C e k € Z:

e sen’z+cos?z=1

e sen(z + 2km) =senz e cos(z + 2kw) = cos z
o tg(z+km)=tgz

e cotg(z + km) = cotg z.

e sen(z + w) = senz cosw + senw cos z

e cos(z +w) = cosz cosw F sen z senw

e sen(—z) = —senz

e cos(—z) =cosz .

O contadominio das fungdes sen z e cos z é C. Isto significa que quando as fungdes reais seno
e coseno sdo estendidas ao plano complexo, tanto as equagdes cos z = w CoOmMo sen z = w passam
a ter solucdo para qualquer w € C. Por periodicidade, essas equacdes tém uma infinidade de
solucbes — pois se Z é solucdo de cosz = w ou senz = w, entdo Z + 2km também o é, para
qualquer k € Z. Chama-se a atencdo que este facto implica, entre outras coisas, que as funcoes
sen z e cos z nao sao limitadas em C.

Funcoes Hipérbolicas

Para z € C definem-se:
z —z z_ -z h h
chz:% , shz:% , tghz:H , cotghz:u.
z

E Sbvio que as funcdes shz e chz tém dominio C, enquanto que o dominio da funcio tgh z é
C\{z : chz =0} e o dominio da fungdo cotghz é C\ {z : shz = 0}.

Todas as igualdades verificadas pelas func¢Ges hiperbdlicas reais sdo tambem verificadas pelas
funcdes hiperbdlicas complexas. Em particular, para quaisquer z,w € Ce k € Z
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e ch?z—sh?z=1

e sh(z + 2kmi) =shz

o ch(z + 2k7i) =chz

e sh(z+w) =shz chw+shw chz
e ch(ztw)=chzchw+shzshw

e sh(—z) = —shzech(—z)=chz.

Logaritmo Complexo

Define-se logaritmo complexo por
w = Log z & eV =z =3 w =log|z| +i(argz + 2km) ke€Z

Observa-se que o logaritmo complexo esta bem definido em C\ {0}.

Atendendo a que os argumentos de z formam um conjunto infinito, da forma {0 +2k~, k € Z},
em que # € R é um argumento particular de z, entdo também Log z terd uma infinidade de valores.
Como tal, Log designa aquilo que em andlise complexa se chama uma fun¢cdo multivalente.

De forma a definir fungdes logaritmo complexo, log : C \ {0} — C (que tomam um dnico
valor, logz € C) hd que restringir o valor do argumento a um intervalo de comprimento 2,
intervalo esse onde o argumento de z é lnico. Sendo assim, para qualquer z € C e qualquer
a € R, define-se o ramo « do logaritmo (resp. o valor « do logaritmo) por:

logz=log|z| +iargz , argz € [a,a+ 27|

(Resp., argz €|a,a + 27| para o valor a de log). O caso particular em que se considera o
argumento principal, isto é

logz =log|z| +iargz , argz €] —m, 7]

denomina-se valor principal do logaritmo.

Os ramos do logaritmo verificam algumas propriedades algébricas da fun¢do logaritmo real
apenas a menos de miltiplos de 27i. Mais rigorosamente, isto significa que para quaisquer
z,zweCem e Z:

e log(zw) = log z + log w + 2pri para certo p € Z.
e log(z/w) = log z — logw + 2pmi para certo p € Z.

e log(z™) = mlog z + 2pmi para certo p € Z.

Exemplos:
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CAPITULO 3. FUNCOES COMPLEXAS DE VARIAVEL COMPLEXA

1. Determinar o valor principal de log(2v/3 — 2i) +log(—1—i) e de log [(2\/3 —2i)(—1— 1)] .
Por um lado

log [(2v/3 = 20)(-1-1)] = log [(4e7™/%)(v/2e/1)]
— log [(4\/5613i7r/12)i| — log {(4\/56—1117#12)]

Por outro lado

log(2\/§ —2i) +log(—1—-1) = 1Og(4e—i7r/6) + log(\/ie*‘%i/‘l)
im 3im b 117
0g 6 +log V2 1 5 og 3
Neste exemplo em particular, verifica-se que para o valor principal do logaritmo:

log(2V/3 — 2i) + log(—1 — i) = log [(2\/5 —2i)(—1— 1)}

2. Determinar o valor principal de log [(—\/g - 3i)5] e de 5log(—+/3 — 3i). Por um lado

log (—\/§—3i)5} = log [(\/ﬁe‘m/?’))ﬂ = log [(@)5620“/3)]

. 5) 271
— log [(\/5)5627“/3)} - 51og(12)+§

Por outro lado

- 5 107i
5log(—v/3 — 3i) = 5 log <\/1ze—2m/3) — 2 log(12) - 37”
Verifica-se, neste exemplo, que para o valor principal do logaritmo

log [(—\/3 - 31)5} = 5 log(—V/3 — 3i) + 4ni

Poténcia de Expoente Complexo

Para z € C\ {0} e w € C fixo, define-se ramo-a da poténcia de expoente w por:

2 = ewlosz , arg z € [a, o + 27|

O caso especial em que se considera o valor principal do logaritmo, isto é

w __ wlogz

¥ =e argz €] — m, 7|

denomina-se valor principal da poténcia de expoente w.
Como exemplo, calculemos o valor principal de i, onde w é um nimero complexo de mdédulo
1 ou seja, w = €1, para certo 6 €] — 7, 7[. Temos:
: : ; i0 : : 2 _
w = el logw __ el log(e ) _ 61(log1+1€) — ol 0 _ N 9‘

Se quiséssemos determinar o valor multivalente de w!, entdo teriamos que considerar todos os
possiveis valores do argumento de w, que sdo 0 + 2kw, com k € Z. Neste caso, o resultado é:

{6_9_2]” ke Z} = {e_9+2j7r 1j € Z}
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3.3 Limites
Sendo f: D — Ce zy € D, define-se

L=1limf(z) < Ve>036>0 |z—2)<d = |f(z)—L|<e

zZ—z

Proposicao
Se f(x +1iy) = u(z,y) +iv(z,y), 20 = zo + iyo e L = A + iB ent3o:
lim  wu(z,y)=A

(z,y)—(w0,y0)
L=1m f(z) <

e lim  wv(z,y) =B
(m7y)*>(1'07y0)

Em consequéncia, é valida a seguinte igualdade:

lim f(z) = lim w(x,y) +1 lim v(z,
Z_mof() (z,y)=(z0,y0) (z.9) (z,y)=(z0,y0) (z.9)

(admitindo que os limites existem).

Demonstracao:
Em primeiro lugar, assumindo que existem os limites

lim u(lz,y) = A e lim v(z,y) =B
(x,y)%(xo,yo) ( y) (I,y)%(l’o,yo) ( y)

Por definicdo, para cada € > 0 existem nilmeros positivos d1 e Jo tais que

(2 —a0)+ (y—p)? <o = |ulwy)— A<

(x—20)>+(y—v0)? <02 = |v(z,y)—B|< %

Considere-se § = min{d; , J>} Tem-se entdo que se (v — z0)% + (y — yo)?2 < &
Ju(@,y) +iv(@,y) — (A+iB)| = |u(@,y) - A+i(v(,y) - B)|
< fu(z,y) — Al + Jo(z.y) — B
<

o que demonstra que o limite lim f(z) = A+ iB.
Z—r20

Reciprocamente, supondo que existe lim f(z) = A + iB, dados € > 0 sabemos que existe
Z—r20

6> 0 tal que se |(z + iy) — (zo +iyo)| = /(z — 20)? + (y — yo)? < § entdo:

|u(z,y) +iv(z,y) — (A+iB)| = V/(u(z,y) — A)* + (v(z,y) — B)? <e
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Suponhamos que \/(z — z0)2 + (y — y0)? < §; entdo:
[u(e,y) — Al < V/(ulz,y) — A)? + (v(z,y) — B)? <e

v(z,y) — Bl < /(u(z,y) — A)? + (v(z,y) - B)? <e.
U

Do resultado anterior e dos teoremas correspondentes da andlise real, deduzimos o seguinte:

Proposicao:

Se existirem lim f(z) e lim g(z), tem-se que:
Z—r20 Z—r 20

lim (f +¢)(z) = lim f(z) + lim g(z);

Jim (fg)(2) = lim f(2) lim g(2);
lim (f/9)(2) = lim f(2)/ lim g(2),

sendo esta dltima propriedade vélida desde que lim g(z) # 0.

Z—r20
Exemplo:
1. lime™ = —1.
zZ—1
2. limz (i+ )z+1:1im(z i)(z ):hmz 1:_1

z~>12’2+(i—1)2’—i =1 (z41)(z—1) =z=1z+1i

E de observar que enquanto o calculo algébrico de limites em C é semelhante ao de R, a no¢do
de limite em C é idéntica a de R? 1.

Exemplo:

. z . . o . ;
Observa-se que hH(l) representa uma indeterminacdo do tipo 0/0. Escrevendo z = |z|el?
zZ—r

obtém-se
Rez |z|cosf 0

=e " cosl

z |z|e®®
Fazendo |z| — 0 verifica-se Re(z)/z converge para um valor que depende de 6 (ou seja do
argumento de z) e como tal o seu valor dependerd da forma como z estd a convergir para 0.
Assim, por exemplo, se z estd a convergir para 0 ao longo do semi-eixo real positivo (6 = 0)

tem-se R
. ez
lim =1,
z—0,zeR+ 2

enquanto que se z estd a convergir para 0 ao longo do semi-eixo imagindrio positivo (6 = m/2)

tem-se
. Rez
lim

z—0,2€iRt 2

=0.

. . z . .
Conclui-se que lim nao existe.

z—0 z

! As vizinhancas de um ponto em C e R? s3o discos centrados nesse ponto; ou seja, as vizinhancas em C e em
R? sdo topologicamente idénticas.
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3.4 Continuidade

Sendo f: D — C e z € D, diz-se que f é continua em zy se

lim f(z) = f(z0)

Z—r20

Se f é continua em todos zy € D diz-se que f é continua em D. Demonstra-se que, se f = u-+iv,
20 = xo + 1y entdo f é continua em zy se e s6 se u(x,y) e v(x,y) sdo continuas em (zg, yo).

Sendo assim, se f e g sdo continuas em zy entdo f + g, f — g, fg e no caso de g(z9) # 0,
;Ejg sdo continuas em zy. Se g € continua em zg e f é continua em g(zp) entdo f o g é continua
em 2.

Estudo da Continuidade das Funcoes Elementares

1. A fungdo f(z) = z = x + iy é continua em C, dado que Re f(z) = x e Im f(2) = y sdo
continuas em R2,

2. Para cada n € N, a fungdo f(z) = 2™ é continua em C, dado que é o produto de fun¢des
continuas em C.

3. Uma funcdo polinomial é continua em C dado que se obtém a partir da soma e produto de
funcbes continuas em C.

4. Uma fungdo racional P(z)/Q(z) é continua em C\ {z : Q(z) = 0}.

5. A fun¢3o exponencial f(z) = e é continua em C, dado que Re f(z) = e*cosy e Im f(z) =
e” seny sio continuas em R2.

6. As fungBes sen z, cos z ch z e sh z sdo continuas em C (obtidas por composi¢do e soma de
fungdes continuas em C).

7. Considere-se a funcdo valor principal do log z, isto é,
logz =log|z| +1 arg 2 , argz € | — m, |

Por um lado, Re log z = log || é uma fungdo continua em R?\ {(0,0)} (consequéncia da
continuidade da funcio logaritmo real em R™*. Por outro lado, Im log z = arg z é continua
para todos os z tais que arg z € | —m, 7| (pois a fun¢do arg(x+iy) é continua no interior de
cada num dos seus ramos). Falta entdo estudar a continuidade do valor principal do log z
em qualquer ponto z tal que argz = . Para isso, considere-se zy # 0 tal que argzgp = .
Entdo

lim arg z =
Z— 20

T se Imz>0
—m se Imz<0
Conclui-se que n3o existe lim argz para qualquer zp # 0 com argzy = 7 (pelo que a
Z—Z20
func¢do arg z ndo é continua nestes pontos). Consequentemente o dominio de continuidade

do valor principal de log z é
C\{z€C:argz=n}=C\{ze™ :x € R}} =C\ Ry

O conjunto
{ze™ 1z € R}

é denominado corte do valor principal do logaritmo (complexo).
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8. De modo andlogo se mostra que, para cada o € R, o dominio de continuidade do ramo «
do logaritmo
log z = log |z| + iarg z , arg z € |a, a + 2]

C\{z =2 :x e R}}

O conjunto
{z=2e": 2 e R{}

é denominado corte do ramo « do logaritmo (complexo).
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Capitulo 4

Derivada Complexa e Funcoes Analiticas

4.1 Derivada Complexa

Diz-se que uma fun¢do f : D C C — C tem derivada complexa (ou que é diferencidvel no sentido
de C) em 2y € D se existe

lim M — lim f(ZO + h) — f(ZQ)

z2—r20 Z— 20 h—0 h

Se o limite existir, define-se
f,(ZO) — lim f(Z) - f(ZO)

Z—20 zZ— 20

Define-se Dominio de Diferenciabilidade como sendo o conjunto de pontos do dominio de f para
os quais existe derivada.

Exemplos:

1. Para f(z) = 2z — 22, de dominio C, verifica-se que

lim fz+h) = f(2) lim 2(z+h) — (z 4+ h)? — (22 — 2%)
h—0 h h—0 h

_ }1113%(2—2,2—@:2—%

Conclui-se que f é diferencidvel em C e

fl(z)=2-22 , VvzeC

2. Para f(z) = f(x +iy) = 2z + 3iy, de dominio C, verifica-se que

lim feth) -1k _ lim 2(z + h1) + 3i(y + he) — (22 + 3iy)
h—0 h hi1+iha—0 h

Ly Pt

T b0 Ry +ih

Observe-se que
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e se hy + ihoy — 0 ao longo do eixo real, ter-se-d que ho = 0 e o valor do limite
(direccional) é

h) — 2h

T G ) R A €O

= - —9
h—0, heR h h1—0 hy

e se h; + ihy — 0 ao longo do eixo imagindrio, ter-se-d que h; = 0 e o valor do limite

(direccional) é
T ol ) el G R TN L O
h—0, heiR h ho—0 1hg

. - . . . z+h)— f(z
pelo que este limite n3o existe. Conclui-se que para qualquer z € C, }llm%) f+ })L 1(z)
o

ndo existe e como tal o dominio de diferenciabilidade de f é o conjunto vazio.

3. Para f(z) = zRez, de dominio C, verifica-se que

lim fz+h) = f(2) — him (z+h)Re(z+h) —zRez
h—0 h h—0 h

. zReh+hRez+hReh
= lim
h—0 h

. Reh
hl—% h

= Rez+ lim(z + h)
h—0

= Rez+ zlim Rih
h—0

Observe-se que, escrevendo o niimero complexo A na forma polar, se tem

lim Reh . |h| cos @ _ i

= : 0
h—0 h |h|—0 ‘h’ele o8

pelo que este limite ndo existe. Se z =0

o 1O+ 1) = £(0)

=0
h—0 h

h) —
e como tal f é diferencidvel em 0 e f/(0) = 0. Por outro lado se z # 0, }llir% flz+ })L /()
o

ndo existe (porqué?) pelo que a fungdo ndo é diferenciadvel em C\ {0}. Assim, o dominio
de diferenciabilidade de f é {0}.

Nota: Os casos anteriores (2 e 3), mostram que n3o é suficiente que u e v sejam diferencidveis
em (zg,yo) para que f = u + iv tenha derivada em zy = x¢ + iyg. Por exemplo para f(z) =
flx+1iy) = 2z + 3iy

Re f =u(z,y) =2z , Im f =v(z,y) = 3y

admitem derivada (no sentido de R?) em todos os pontos, e no entanto a funcdo f = u +iv ndo
admite derivada (no sentido de C) em ponto algum de C.

Tal como para as funcdes reais de varidvel real, é valido o seguinte resultado, com demonstracdo
aniloga ao caso real.
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Proposicdo Se a funcdo f: D — C é diferencidvel em 2y entdo f é continua em 2.

Notemos que, tal como no célculo real, o reciproco ndo pode n3o ser verdade: existem funcdes
continuas num determinado ponto do seu dominio que n3o tém derivada nesse ponto (casos 2 e
3 do exemplo anterior. E no entanto muitas vezes utilizado na forma de contra-reciproco: se f
ndo é continua em 2y entdo f ndo é diferencidvel em z.

Exemplo:
O valor principal do logaritmo complexo n3o admite derivada no conjunto

{z=re™ : r>0}
Para facilitar a notac3do, definimos o disco centrado em zy € C e de raio ¢ > 0 como sendo o
subconjunto de C dado por:
def 1
D(zp,¢) = {z € C: |z — 2| < €}.

A andlise complexa estuda essencialmente as fun¢Ges complexas de varidvel complexa que sdo
diferencidveis em alguma regido aberta do seu dominio.

Definigao: (Fun¢do Analitica ou Holomorfa)

Uma func3o diz-se analitica ou holomorfa em z; se

Existe um disco centrado em zg tal que f admite derivada em todos os pontos desse disco,
ou seja, existe € > 0 tal que f admite derivada em todos os pontos de D(zy, €).

Define-se dominio de analiticidade ou dominio de holomorfia ao maior conjunto onde f é
analitica. Uma func3o cujo dominio de analiticidade é C diz-se inteira. Observe-se que o dominio
de analiticidade estd sempre contido no dominio de diferenciabilidade.

Exemplos:

1. Para f(z) = 2z — 22 vimos que o dominio de diferenciabilidade é C, pelo que o dominio de
analiticidade é tambem C. Esta fun¢do constitui um exemplo de fun¢do inteira.

2. Para f(z) = f(x + iy) = 2x + 3iy vimos que que o dominio de diferenciabilidade é o
conjunto vazio, pelo que o dominio de analiticidade é tambem o conjunto vazio.

3. Para f(z) = zRez vimos que o dominio de diferenciabilidade é {0}, pelo que o dominio de
analiticidade é o conjunto vazio.

Nota: O dominio de analiticidade de uma fun¢3o é sempre um conjunto aberto. Um conjunto
D C C é aberto se para qualquer z € D existe pelo menos um disco centrado em z que esta
contido em D.

Ao disco D(z0,¢€), em C, corresponde em R? a bola, Bc(20), centrada em zg e de raio e.
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4.2 Equacoes de Cauchy-Riemann

4.2.1 Condicao Necessaria de Diferenciabilidade

Considere-se a fun¢do complexa f(z) = u(x,y) + iv(z,y) e um ponto zy = xg + iyo pertencente
ao dominio de f. Vamos estudar qual (ou quais) as propriedades de uma fun¢do complexa que
admite derivada num ponto.

e Condicao necessaria a existéncia de derivada

Se f admite derivada em z = = + iy ent3o sdo verificadas as equa¢bes de Cauchy-Riemann
em (x,y), isto é,

ou ov
se f/(z) existe entdo (4.1)
@ ov

No caso de existir derivada em z, tem-se que

ou ov ov ou
/ _ : _ o
f (Z) - aw(x7y) +161’('r’y) ay(x7y) lay(x7y)

Demonstracdo: Sabendo, por hipdtese, que existe o limite que define a derivada complexa,

f/(Z) — lim f(Z + ’U)) — f(Z)’ (42)

t—0 w

entdo calculando esse limite segundo as direcgdes do eixo real (fazendo w =t — 0) e do
eixo imaginario (fazendo w =it e t — 0), obtém-se os limites:

g L@y — fletiy) [u(:{: tty) —ulzy) L vl@tty) - v(w,y)}
t—0 t t—0 t t
_ Ou n OV
= oz oz
i L@ ) — fletiy) {U(w,y +i) —ulzy) vyt - v(x,y)}
t—0 it t—0 it 1t
ov . Ou
= _— = ]
dy Oy
(4.3)
Resulta assim que os dois limites em (4.3) sdo iguais ao limite em (4.2), ou seja,
ou . Ov OJv Ou
’ _ g% Ggr__vYvLYn
F(z) = 8x+18:ﬂ oy lﬁy’
de onde resultam imediatamente as equacdes de Cauchy-Riemann (4.1). O
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E de salientar que as condicdes de Cauchy-Riemann ndo s3o suficientes para a existéncia de
derivada num ponto. Estudemos entdo, com mais detalhe, a questdo da aplicabilidade deste
resultado.

e (Contra-Reciproco) Se as condi¢des de Cauchy-Riemann n3o se verificam em (z,y) entdo
J'(x + iy) ndo existe.

Exemplo:

Para a funcdo f(z) = z 4+ Re z tem-se que

Re f(z +iy) =u(z,y) =22 , Imf(z+iy) =v(z,y) =y
pelo que
ou ou ov ov
= . == 2 —_ . = —_— . = 1 —_ . —
5 (Y : ay(wy) 0, 5 (z.y) : ay(wy) 0

E Sbvio que as condicdes de Cauchy-Riemann nio se verificam em qualquer (z,y) € R2.
Podemos concluir que f(z) = z + Re z ndo admite derivada em qualquer z € C.

e Se as condi¢des de Cauchy-Riemann se verificam em (xg, yo) entdo nada se pode concluir
sobre a existéncia de f'(xg + iyp).

Exemplos:

a) Para a fungdo definida em C por

23(1+1) —y3(1 —1i)

5 5 se z#0
J() = f(a+iy) = v
0 se z=10
tem-se que
23—y 00
Ref(gg +1y) _ u(;g’y) _ 72 _|_y2 se (w,y) 7& ( ) )
0 se (z,y) = (0,0)
€ (3,3
z°+y
— 0,0
Im f(x +iy) = v(z,y) = PEET (@) # (0.0
0 se (z,y) = (0,0)
Entdo
ou B u(h,0) — u(0,0) ou B u(0,h) — u(0,0)
gy (00) = Jim I L 5,00 =ln h !
e
ov ... v(h,0) —v(0,0) ov .. v(0,h) —0(0,0)
S I Ty



CAPITULO 4. DERIVADA COMPLEXA E FUNCOES ANALITICAS

pelo que é Sbvio que se verificam as condi¢des de Cauchy-Riemann no ponto (0,0). Por
outro lado, e escrevendo o incremento Az = pel?, tem-se que se existir, f/(0) verifica:

L F(82) = £(0)

/!
O pr—
f( ) Az—0 Az
— lim p3cos?O(1 +1i) — p3sen®O(1 — i)
G el

cos® O(1 +1) — sen® O(1 — i)
oi0

Dado que o resultado do cédlculo do limite depende do argumento de Az, conclui-se que
17(0) n3o existe.

b) Para a fungio f(z) = 2z — 22, tem-se que

Ref(z+iy) = u(z,y) =20 —2° +y* ,  Imf(z+iy) =v(z,y) =2y — 2zy
pelo que
ou Ou ov v

Plry)=2-2 ) =2y . (zy) = —2 ) =2—2
ax(”) x,ay(wy) y,ax(xy) y,ay(wy) T,

E Sbvio que as condicdes de Cauchy-Riemann s3o vilidas para qualquer (z,y) € R?. Vimos
na sec¢cdo anterior que a sua derivada, f’(z), existe para todo z € C. Este é um exemplo
de uma fungdo que verifica as condi¢des de Cauchy-Riemann e que tem derivada complexa

(em C).

4.2.2 Teorema de Cauchy-Riemann

O seguinte teorema fornece uma condicdo suficiente para a existéncia de derivada complexa.
Teorema de Cauchy-Riemann

Seja f : D — C uma fun¢do complexa de varidvel complexa, dada por f(2) = u(z,y)+iv(z,y)
num conjunto aberto D e zy = x¢ + iyg € D. Se as fungles u e v sdo continuas, tém derivadas
parciais continuas numa vizinhanga de (zg, o) e satisfazem as equa¢des de Cauchy-Riemann no

ponto (zo,%o0), 5 5 5 5
u (v u (v
%(9607%) = 8—y(3€07y0) ; a—y(%,yo) = _%(x()vyO) ;

entdo a derivada f/(z) existe (ou seja, f é diferencidvel em zy no sentido complexo) e

ou Ov v Ou
[(z0) = %(Sﬂo,yo) + 1%(5'30-%) = 8—y($o,yo) - 1a—y($o,yo)

Exemplos:

a) Para a fungdo f(z +iy) = u(x,y) + iv(x,y) = e¥ cosx — ie¥ sen x tem-se que
ou

0 0 0
—(z,y) = —€eYsenz , a—u(ac,y) =eYcosx, a—v(ac,y) = —¢eYcosz, —v(ac,y) = —¢eYsenx
Yy T

Ox 0y

Verifica-se facilmente que:
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(A) As funcdes u e v e as suas derivadas parciais sdo continuas em R?;

(B) as condi¢cdes de Cauchy-Riemann sdo validas em R2.

Por (A) e (B), o Teorema de Cauchy-Riemann permite-nos concluir que f é diferencidvel em C,
e para todo z € C

fl(z+iy) = %(m,y) + i%(x,y) = —eYsenz —ieY cosx

Note que f(2) = f(z +iy) = Ve @ = e 1@+ = ¢712 ¢ f/(2) = —if(2) = —ie .

b) Para a fun¢do f(x +iy) = u(z,y) +iv(z,y) = 2% +i(y — 1) tem-se que
du, o du g o, ,
ax(:ﬂay) =3z ) ay(x,y) _0’ ax(x,y) _0’ ay(xay) _3(y 1)

(A) as fungdes u e v e as suas derivadas parciais sdo continuas em R?;

B) as condicdes de Cauchy-Riemann s3o validas sse 22 = (y — 1), isto é para os pontos do
C y Y p p
plano, (z,y) pertencentes a pelo menos uma das rectas de equagdo z =y—1loux = 1—y.

Podemos entdo concluir que, dado z € C:
esez¢{x+iyeC: z=y—1}U{z+iyeC: z=1-y}, por (B) ndo existe f'(2);
esezef{r+iyeC: z=y—1}U{z+iye C: = =1—y}, por (A) e (B) existe
F1(2) = 32% (ou f'(2) = 3(y — 1)%).
Como tal o dominio de diferenciabilidade da fungdo é
{z+iyeC:o=1-ytU{z+iyeC : z=y—1}

e o dominio de analiticidade o conjunto vazio.

4.2.3 Demonstracao do Teorema de Cauchy-Riemann

Esta seccdo, embora numa primeira passagem seja de leitura opcional, é muito importante
para o aluno compreender a relac3o entre a derivada complexa e a derivacio no sentido de R2.
Vamos por isso enunciar e provar um teorema que implica a condicdo suficiente anteriormente
descrita mas que, além disso, clarifica a nocdo de derivada complexa.

Se convencionarmos representar i € C pelo o ponto (0,1) € R?e 1 € C pelo ponto (1,0) € R?,
podemos identificar cada ponto de C com um e um sé ponto de R? por:

Coap+iag = 011(1,0) —{—042(0,1) = (041,042) € R?

Como tal, qualquer fun¢do complexa, f: A C C — C, com f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y), pode
ser interpretada como o campo vectorial (u,v) : A C R? — R2

Recordamos que a fungdo f é diferencidvel no sentido de R? em a € A (com A aberto) se e
sé se existe uma transformac3o linear D f(a) tal que

flz+h) = f(z) = Df(a)h
h

Se f é diferencidvel no sentido de R? em a ent3o:

— 0 quando h—0 (4.4)
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a) f é continua em a.

ou ou ov v

b) Existem as derivadas parciais u, = e Uy = -, Vp = 5~ € Uy = —— em a.
x

c) Df(a) é representada pela matriz jacobiana de f em a:

) - [ ur(a) uy(a) ]

vz(a)  vy(a)
(na base candnica de R?).

Se existem e s3o continuas as derivadas parciais de u e v numa vizinhanga de a, entdo
f = (u,v) tem derivada no sentido de R? em a.

Lema (relacdo entre derivada complexa e derivada no sentido de R?):

Seja f: A — C, onde A C C é aberto e a € A. Entdo a derivada de f em a existe no
sentido complexo se e s6 se ela existe no sentido de R? e é representada por um produto
complexo; mais concretamente, dado a € C, sdo equivalentes as seguintes propriedades
de a:

(i) A derivada complexa, f'(a), existe e é igual a &:

_fla+h)—fla) _
) h =¢ (45)

(ii) f tem derivada no sentido de R? em a dada por D f(a)h = &h, para qualquer h, onde
&h designa o produto complexo de £ por h.

Demonstracdo: De facto, (4.5) é vélida se e sé se

f(z+h) - f(z) —&h
h

o que, atendendo a (4.4), é equivalente a (ii). O

— 0 quando h — 0,

Teorema de Cauchy-Riemann-Goursat
Seja f: A— C, onde A C C é aberto e a = a; + ias € A. S3o equivalentes as seguintes
proposicoes:

(a) f tem derivada (complexa) em a, f'(a) € C.

(b) f ¢é diferencidvel em a no sentido de R? e existe f'(a) € C tal que Df(a)h = f'(a)h,
para qualquer h € R2.
(c) f édiferencidvel em a (no sentido de R?) e f verifica as equacdes de Cauchy-Riemann,
Ju _ Qv g Ou_ v em (a )
or — Oy oy — Oz’ 1,02).
Se f tem derivada complexa em a, entdo

0 .0 0 .0
F'la) = 5 (@, 02) + iy (01, 02) = 5 (a1, ) — (0, 02)
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Demonstracao:

Prova de que (a) < (b):

f tem derivada complexa em a, f’(a), se e sé se:

flz+h) = [f(z)

Y — f'(a) quando h — 0

Pelo Lema isto é equivalente a dizer que f tem derivada no sentido de R? em a dada
por Df(a)h = f'(a)h, para qualquer h.
Prova de que (b) < (c):
Seja h = hy + ihy € C, que identificamos com (hy,hy) € R2. Vamos provar que a
equacgao

Df(a)h = f'(a)h para qualquer h € R?

é equivalente as equagdes de Cauchy-Riemann em (a1, a2).
Seja £ = a+ip tal que, para qualquer h = hy + ihs,

Df(a)h = ¢h
(onde &h representa um produto complexo). A equagdo anterior é equivalente a
Ug Uy hi N . . o ahy — Bhy
R | P R R i
ughi +uyhe = ahy — Bhs

vehy +vyhy = Bhy + ahs

para qualquer h (com as derivadas parciais calculadas no ponto a). As identidades
anteriores sdo ambas verdadeiras para qualquer h se e so se:

Uy = «
uy, = —f

v = B (4.6)
vy = o«

Isto prova que existe £ € C tal que Df(a)h = &h para todo o h € C se e s6 se
Uy = Uy € Uy = —U; no ponto a. Assim sendo, e usando de novo o Lema, (b) é
equivalente a (c).

Se f'(a) existir, entdo pela equivaléncia de (a) e (c) e pelas equagdes (4.6):

@) =€ = a+i8 = upla) + i (a) = v, (a) - uy (a).
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A demonstracdo do teorema de Cauchy-Riemann é consequéncia imediata do teorema de
Cauchy-Riemann-Goursat.

Matriz Jacobiana de uma Funcdao com Derivada Complexa

Vimos acima quese f : A — C, com A C C aberto, tem derivada complexa em a = a; +1iag €
A entdo é diferencidvel no sentido de R? e satisfaz o teorema de Cauchy-Riemann em (a1, as),
de onde se conclui que

a = Ref'(a)
B = Imf'(a)
verificam a = ug(a) = vy(a) e f = —uy(a) = vy(a).

Assim sendo, a matriz jacobiana de f é igual a

| ur uy || =B
o= =15 7]
Por outro lado, podemos escrever f’(a) = a+ i na forma polar:

a = rcosb,

8 = rsenf,

com r = |f'(a)| e 8 = arg f'(a). Assim:

rsenfl rcos6 senf cosf

Jf(a) _ { rcosf) —rsend ] ., { cos@ —send ]

Conclui-se que Jf(a) tem a forma de uma matriz de rotagdo multiplicada pelo escalar |f(a)|,
sendo que o dngulo de rotacdo é, precisamente, o argumento de f'(a).
O aluno pode facilmente verificar que

[ cos —senb ] [ h1

_ 0 :
senf  cos# ho ] =" (h +ihy)

qualquer que seja h = hy + ihy € C.

4.3 Propriedades das Funcoes Analiticas

O Teorema de Cauchy-Riemann permite demonstrar que, para as fungdes analiticas sdo vélidas as
regras de derivacdo ja conhecidas do célculo de fun¢des reais de varidvel real. Mais concretamente:

Soma, produto e quociente
Se f e g sdo analiticas num conjunto D C C, ent3o:

e ftgéanaliticaemDe (f+tg) =f+¢,;
e fgéanaliticaem De (fg) =fg+ fd;
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e f/géanaliticaem D\ {z : g(z) =0} e (f/g) = szg/

Funcao composta
Se g € analitica num conjunto D C C e f é analitica no contradominio de g, g(D), entdo

e fogéanaliticaem De (fog)(z)=f'(9(2)) ¢ (2), para qualquer z € D.

Funcao Inversa
Seja f uma funcdo analitica e injectiva em D tal que f’(z) # 0 para qualquer z € D, f~1 ¢
continua em f(D) e f(D) é aberto. Entdo:

e ! ¢ analiticaem f(D)e (f~1)(b) = %, onde b = f(a).
Demonstracdo: Sendo b € f(D), considere-se a € D tal que b = f(a). Se z € D e
w = f(z) € f(D), entdo z = f~H(w) e:
fHw) — 1) z-a
w—"b ~ J(2) = [f(a)

Como f'(z9) # 0, entdo o limite seguinte existe e, pela mudanca de varidvel definida pela funcio
continua z = f~1(w):

i @) =S gy 2ma (4.7)

w—b w—b za f(2) = fla)  f'(a)

Como f(D) é aberto e f~! tem derivada complexa em f(D) entdo f~! é analitica e a sua derivada
em f(D) é dada por (4.7).

Estudo da Analiticidade das Funcoes Elementares

1. A fungdo f(z) = z = = + iy admite derivada em todo z € C, dado que u =Re f(z) =z e
v=Imf(z)=y:

(a) tém derivadas parciais continuas em R?;

(b) verificam as condicdes de Cauchy-Riemann em R2.

Assim f(z) = z é inteira e para todo z € C

f'(z) = fllz+1iy) = %(%y) + i%(w,y) =1

2. Para cada n € N, a fungdo f(z) = 2" é inteira, dado que é o produto (iterado) de fun¢des
inteiras. Para todo z € C, a derivada é dada por:

n—1

(") =nz

Provemos esta férmula por indu¢do. O caso n = 1 é o exemplo 1. Admitindo agora que
para certo n € N, (") = nz""! entdo, usando a regra da derivada do produto e a hipdtese
de inducao:

(Y = (2" 2) =n" 42" 1l =n"4 2" = (n+1)2"
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3. A func3o polinomial é inteira dado que é a soma de func¢des inteiras.

4. A fungdo racional P(z)/Q(z) é analitica em C\ {z : Q(z) = 0} dado que é o quociente
de funcdes inteiras.

5. A fungdo exponencial f(z) = e* admite derivada em todo z € C, tendo em conta que
u(z,y) =Re f(z) = e®cosy e v(z,y) =Im f(z) = e"seny:

(a) tém derivadas parciais continuas em R?;
(b) verificam as condicdes de Cauchy-Riemann em R2.
Assim f(z) = e* é inteira e para todo z € C

0 0
() = 8_Z(x’y) + ia—;(ﬂc,y) =e"cosy +ie“seny = €*

6. As fungBes sen z, cos z sdo inteiras (construidas a partir da composi¢do, soma, diferenca e
produto de func¢Bes inteiras), tendo-se

/ elZ _ elZ ! / elZ + eIZ /
(senz> = (27> = COsz ¢ <COS Z) = <T> = —senz
1

As fungbes tg z e cotg z, por serem o quociente de fungdes inteiras, sdo analiticas, respec-
tivamente, em

2k+1

Dtg:(C\{z: w:kGZ} v Deotg =C\{z2=kr : ke€Z}

tendo-se, nos seus dominios
! sen z\/ 1 ! cos 2\’ 1
(t62) = (eorz) =z © (@2%) = (Gaz) =~
COS 2 cos® z sen z sen? z
7. As funges ch z e sh z s3o inteiras (somas de fungdes inteiras), tendo-se
/ % — e\ / , % + e*\/
(shz) :( 5 > =chz e (chz) :( 5 ) =shz

As fungdes tgh z e cotgh z, por serem o quociente de fun¢les inteiras, sdo analiticas, res-
pectivamente, em

2k+1
2

Digh =C\ {z = mi i k€Z} , Deogn=C\{z=kni: keZ}

tendo-se nos seus dominios
/ shz\’ 1 / ch z\/ 1
wh=) = (G2) =gz e (eoehz) = (52) =5
( g1 % ch 2 ch? ¢ coteh 2 sh z sh? 2

8. Considere-se a funcdo valor principal do logaritmo:
log z = log |z| + iarg z, onde argze€|—m 7|
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Trata-se da inversa da restricdo fungdo exponencial, f(z) = e* definida na faixa (aberta)
do plano complexo:
D:{m+iy:x€Re —7T<y<7r}

Note que f é analitica e bijectiva em D, f'(z) = e* # 0. Além disso, f(D) = C\ K,
onde K = {z € C:argz = m} é o corte do valor principal do logaritmo (o semi-eixo real
negativo) e f~! é continua em f(D). Pelo teorema da analiticidade da funcdo inversa, o
valor principal de log z é uma fungdo analitica no conjunto aberto C\ K e, para qualquer
b= f(a)=¢e*€C\ K:

1 1
logb) = == 4.8
(ogb) = 7 = (48)
Da mesma forma se pode obter que o ramo « do logaritmo é uma funcdo analitica em
C\ K, onde K = {z € C: argz = a} é o respectivo corte, e que (4.8) é valida para
qualquer z € C\ K.

4.3.1 Equacoes de Cauchy-Riemann em Coordenadas Polares

Esta seccdo é de leitura opcional. Pode aqui encontrar uma forma alternativa de estudar a
analiticidade do logaritmo complexo.

Como ja vimos, qualquer z € C pode ser escrito ou na forma z = x + iy ou na forma polar
z = rél?, sendo = rcosf e y = rsenf. Assim, também uma funcio complexa pode ser
caracterizada por

f(2) = f(z +iy) = u(z,y) +iv(z,y) ou f(z) = f(ré?) =U(r,0) +iV(r,0)

Assim, utilizando a regra da derivacdo da funcdo composta, as férmulas acima escritas e as
condi¢cbes de Cauchy-Riemann ja deduzidas obtém-se, por um lado,

a_U_@a_x+@@—@cosﬂ+—useD9
or  Ox Or Oy Or Ox Jdy

e, por outro lado,

oV 0Ov dxr 0Ov Oy ov ov ou ou
50 = %%—1— ay 90 = —r%senﬁ—i—ra—y cos 6 :ra—ysenﬁ—i—r% cos 6
Conclui-se que, se 7 # 0
ou 19V
oo
De igual modo
oU  Ou dx  Ou Oy ou ou
20 = %%—Fa—y% = —ra—xsen9+ra—y cos
) oV ovor ovdy o o ou ou
o = %E_Fa_yg = %COSH_Fa_y senf = —8—yC089—|—a—x sen 6
concluindo-se que, se r # 0
ou v
%= "or

Condicao suficiente para a existéncia de derivada
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Se as derivadas parciais de u(r,6) e v(r,0) sdo continuas em (r9,0y) (com 79 # 0) e se
verificam as condi¢des de Cauchy-Riemann em coordenadas polares

ou_10v
or  rob

ou ov
o
00 or

no ponto (7, 6p), entdo f admite derivada em zy = rpe%.

Como exemplo de aplicagcdo, procedemos ao estudo da analiticidade do valor principal do
logaritmo utilizando a forma polar das equagdes de Cauchy-Riemann e a regra da derivada da
funcdo inversa.

Considere-se o valor principal de log z:

log z = log(re®) = log r + 0 , 0 €|l —m, 7
Vimos que esta funcdo ndo é continua na semi-recta
{z=2e™, x e RT}

pelo que neste conjunto n3o existird derivada. Para estudar a analiticidade no restante dominio,
considere-se
Re logz =u(r,0) =logr , Imlogz=uv(r,0)=20

Assim
ou 1 ou ov ov

1

awor o ow Y a0
verificam
(A) sdo continuas em todo > 0e § €| — 7, 7[;

(B) verificam as condi¢cdes de Cauchy-Riemann no mesmo conjunto.

Conclui-se que o valor principal do logz é analitica em C\ {z = ze™™, x € Rg}. Para z
no dominio de analiticidade, utilizando a regra da derivagdo da fungdo inversa e considerando

w=e* & z=logw:
<1 )/ 1 1 1
o w = = — = —
& (e*) € w

De modo andlogo se mostra que, para cada a € R, o ramo « do logaritmo,
log z = log |z| + iarg z , arg z €|, o + 2],

é uma funcdo analitica em
C\{z =z, z e RS},

sendo, neste conjunto, vdlida a mesma regra de derivacdo.

46



4.4. FUNCOES HARMONICAS

4.4 Funcoes Harmadnicas

4.4.1 Nocoes Basicas de Topologia em C

O conjunto dos complexos C é topologicamente equivalente a R?, isto é, as definicdes e proprie-
dades topolégicas de C funcionam de forma idéntica as jd introduzidas no estudo de R?. Assim,
dado D C C, e z € C diz-se que z é um:

e ponto interior de D se existe ¢ > 0 tal que D(z,¢) C D (note que D(z,€) = Bc(2));

e ponto exterior se for um ponto interior do complementar de D, C\ D.

e ponto fronteiro se ndo for nem interior nem exterior, ou seja, se para qualquer € > 0, o disco
D(z,¢€) intersecta tanto D como o complementar de D. O conjunto de todos os pontos

fronteiros de D designa-se por fronteira de D e representa-se por dD;

e ponto aderente se for interior ou fronteiro. O conjunto de todos os pontos aderentes de D
denomina-se por aderéncia de D e representa-se por D. Note que D = D UJD.

Diz-se que D é
e aberto se todos os pontos de D s3o pontos interiores, isto é:

VzeD 3e>0 : D(z,¢e) CD.

e fechado se o conjunto C\ D for aberto ou, equivalentemente, se todos os pontos aderentes
aDestioem D, istoé D = D.

e conexo se ndo existirem subconjuntos ndo vazios de D, A e B, que verifiquem

o AUB = D;
o ANB=0eANB=1(.?2

e Um conjunto aberto é conexo se e sé se ndo pode ser escrito como a unido de dois conjuntos
abertos e disjuntos.

e simplesmente conexo se for conexo e qualquer curva de fechada for homotépica a um ponto,
isto é, qualquer curva fechada em D pode ser deformada continuamente num ponto sem
sair do conjunto. 3

e multiplamente conexo se for conexo e ndo for simplesmente conexo.

2Dois conjuntos n3o vazios tais que cada um deles é disjunto da aderéncia do outro, dizem-se separados. Entdo
D é conexo se e s6 se ndo pode ser escrito como a unido de dois conjuntos separados.

3Intuitivamente, um conjunto D C C é simplesmente conexo se for um “conjunto conexo sem buracos”; “D n3o
tem buracos” descreve-se rigorosamente pela proposicdo: para qualquer z : [0,1] — D continua, com z(0) = z(1)
existe zo € D e uma fungdo continua H : [0,1] x [0,1] — D tal que H(0,t) = z(t) Vt € [0,1] e H(1,t) = zo,
Vt € [0,1]. A fun¢do H diz-se uma homotopia (de z(t) em zo) e deforma continuamente, sem sair de D, a curva
parametrizada por z(t) no ponto zo.
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4.4.2 Func¢oées Harmoénicas no Plano

Seja D C R? aberto, e u : D — R. A fungdo u diz-se harménica em D sse u € C?(D) e para
todo (z,y) € D

def 0%u 0w
Au = —+—=0
“ Ox? + Oy?

A designa o operador laplaciano (por vezes também representado por V?2).

Relacdo entre funcdes harménicas (em R?) e fungdes analiticas (em C)

e Se f: D CC — Céanaliticaem U e f =wu+iv entdo u e v sdo fun¢bes harmdnicas em
D C R?. Nestas condicdes, u e v denominam-se harmdnicas conjugadas.

Se f = u+iv é analiticaem A C C entdo u e v sdo de classe C° em A C R?*. Derivando

entdo ambos os membros da equacao % = g—z em ordem a zx, resulta que:
0%u 0%
0x2  0x0y
Por outro lado, derivando ambos os membros da equacdo g—;‘ = —% em ordem a y e usando
o teorema de Schwarz, obtém-se:
0%u 0%v 0%v

dy2 ~ Qydx  Oxdy’
Em consequéncia:
B 0%v 0%v B
= m — m =
Derivando a primeira equacdo de Cauchy-Riemann em ordem a y e a segunda em ordem a
x, obtém-se identicamente:

Au 0 em A.

Av=0 em A.

Observa-se pois que as partes real e imagindria de uma funcdo analitica verificam a equacdo
de Laplace. Esta ligacdo entre funcbes analiticas e a equag¢do de Laplace reforca a im-
portancia das funcdes de varidvel complexa e abre caminho para numerosas aplicacdes da
matemadtica.

e Reciprocamente, seja u : D C R? — R uma funcio harménica e D C C um conjunto aberto

e simplesmente conexo. Entdo, pelas equa¢des de Cauchy-Riemann (e usando a notagdo

__ Ou _ Ou _ Ov _ 81)).

um—%,uy—a—y,vx—%evy—a—y

Vo = (vg,vy) = (—Uy, Ug).
Como D é simplemente conexo, entdo para que a equacio anterior tenha soluc3o, v, basta

que o campo vectorial (—uy, u;) seja fechado, ou seja,

gy(—uy):%um & Au=0 em D.

A provar posteriormente, ver subseccio 5.5
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Assim, se u for harménica num conjunto simplesmente conexo D C C, entdo é sempre
possivel determinar (a menos de uma constante) a sua harménica conjugada v : D — R,
através das equagdes de Cauchy-Riemann.

Exemplo:
Considere a fungdo u : R? — R definida por:

u(z,y) = y(z - 3).

Vamos comecar por mostrar que « é uma funcdo harménica em R2. Por ser uma funcdo polinomial,
u € C*(R?). Por outro lado,
ou ou Pu  *u Pu 0%u

== = Ul 5 2Rt
or Y oy * To0xr Oy? 0x2 Oy ’

concluindo-se o pretendido e, consequentemente, que u é a parte real (ou imagindria) de uma
funcdo inteira f. Para determinar f = u + iv recorde-se que se f € inteira entdo as condi¢cles de
Cauchy-Riemann s3o verificadas em todos os pontos (z,y) € R?. Assim

Ou  Ov B _y2
a_x_a_y = v(x,y)—/ydy—i-c(m)— 5 + c(x)
© 0 0 2
gu __dv a9 _J _
oy W L 3 d(z) = c(z) 5 +3z+c¢

Entiov(m,y)z%—%%—?ﬁ%—c,ceRe

2 2

f(z):f(aH—iy):y(x—3)+i(%—%+3x+c>, ceR

Note que:

i

f(2) 5 (xZ + 2z(iy) + (iy)Q) + 3i(z +1iy) + ic = —%zZ — 3iz +ic.

49



CAPITULO 4. DERIVADA COMPLEXA E FUNCOES ANALITICAS

50



Capitulo 5

Integracao em C

5.1 Curvas em C

Sendo z(t) uma fungdo complexa continua de dominio [a,b] C R, define-se caminho ou curva
orientada em C como sendo o conjunto de pontos

v = {z(t) =z(t) +iy(t) : t€a, b]} ,

que se convenciona percorrido no sentido especificado por z(t). Os pontos z(a) e z(b) denominam-
se respectivamente o ponto inicial e o ponto final do caminho. A aplicagdo z(t) diz-se uma

parametrizacio de . !

Exemplos:

1.

Parametrizacao de um segmento de recta

O segmento de recta que une zy a z; pode ser parametrizado por:

2(t) = 20 + (21 — 20) = tz1 + (1 — t)z0 onde 0<t<1

. Parametrizacao da circunferéncia centrada na origem de raio 1

Esta circunferéncia, se percorrida no sentido directo, pode simplesmente ser parametrizada
por:
2(t) = cost +isent = e , t € [0,2n7]

De facto, é ébvio que 22%(t) + y%(t) = cos®t +sen’t = 1.

Parametrizacao de uma circunferéncia genérica

Os pontos, z, de uma circunferéncia centrada em zy € C de raio 7 > 0 verificam |z—zp| = .
Assim sendo, z — zg = rel?, onde 6 é o argumento de z — zy. Desta forma, podemos tomar:

it
z(t) = zo + re", onde 0 <t <2m,
(se a circunferéncia for percorrida uma vez no sentido directo), e
—it
z(t) = z9 +re ™, onde 0 <t <2m,

(se a circunferéncia for percorrida uma vez no sentido inverso).

Um caminho é pois uma curva a qual se acrescenta uma orientacio. Neste sentido, quando nos referirmos a
uma curva percorrida de uma certa forma, estamos a caracterizar um caminho.
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4. A fungdo z(t) = x(t) + 1y(t) definida por

{x@)ft . te[-1,2]

2

é uma parametriza¢do da porgdo da parabola y = z° unindo o ponto z(—1) = —1 4+ ao

ponto z(2) = 2 + 4i.

O caminho 7 (e a respectiva curva) diz-se

e regular se z(t) é continuamente diferencidvel, isto é, se 2/(t) e y/(t) existem e sdo continuas
em |a, b[). Nesse caso tem-se que

Z(t) =2'(t) +1y' (1)

Se 2/(t) # 0 entdo 2/(t) designa um vector tangente a curva no ponto z(t).

Todas as curvas dos exemplos acima descritos s3o regulares, sendo que:
1. se 2(t) = z0+t(21—20) = tz1+ (1 —1)z0 tem-se que 2/(t) = 21 — z¢ (que é constante);
2. se z(t) = e tem-se que 2/(t) = ie;

4. se z(t) =t +it? tem-se que 2/(t) = 1 + 2it.

Em todos os exemplos, existe vector tangente em qualquer dos pontos da curva.

e seccionalmente regular se z(t) é regular para t €la, b[\{t1, ..., tx};

Exemplo: a curva ~ parametrizada por

t+it?2 se —1<t<2
z(t) = .
t+4i se 2<t<3

é seccionalmente regular. E facil de observar que v é a concatena¢do da porcdo da pardbola
y = 22 unindo —1 41 a 24 4i com o segmento de recta horizontal Imz = 4 unindo 2 +4i a
3 +4i. Ambas as curvas sdo regulares. No entanto a curva «y ndo é regular visto ndo existir

2'(2).

e simples se z(t) é injectiva em Ja,b] e em [a,b[, isto é, se t1 # ty entdo z(t1) # z(t2) ou
(tlzaetQ:b). 2.

e fechada se z(a) = z(b);

e curva de Jordan se for simples e fechada.

Teorema da Curva de Jordan:

Qualquer curva de Jordan, ~, divide C em duas regides disjuntas, ambas com fronteira v, uma
das quais, denotada por interior de vy, inty, é limitada e a outra, denotada por exterior de ~,
ext~y, € ndo limitada.

20u seja, um caminho simples apenas se pode autointersectar nos extremos.
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5.2 Integral complexo

Se v+ € C é um caminho seccionalmente regular, parametrizado por z : [a,b] — C, e f uma
funcdo complexa continua em ~, define-se

b
/f(z) dz :/ Flz()2'(t) dt (5.1)
~ a

Note-se que o integral do 2° membro da igualdade (5.1) pode ser interpretado como o integral
da fungdo vectorial, F': [a,b] — C dada por F(t) = f(z(t))z'(t) para t € [a,b], e que é obtido a
custa do integral de Riemann das funcdes reais de varidvel real por:

/b F(t)dt & /b Re F(t)dt + i /b Tm F(t) dt (5.2)

Exemplo:
Pretende-se determinar fﬁ/ e*dz em que v é o segmento de recta que une —i a 1 +1i. Uma
possivel parametrizacao de v é

2(t) = -1+ t((1+1) — (1)) =t+i(2—1) , tel0,1]

Assim

z ! tri(2t—1) . / ! tHi(1-2t) . B+
efdz=|[ e (t+i(2t—1))dt= | e (1+2i)dt = g (e =€)
¥ 0 0

As propriedades elementares do integral de Riemann (por exemplo, a linearidade) verificam-se
para o integral (5.2). Torna-se, no entanto, necessério provar propriedades envolvendo desigual-
dades. Em particular, queremos verificar que

/:F(t) dt' < /:|F(t)|dt

(esta desigualdade serd necessaria para majorar integrais complexos). Para tal, escreva-se

b
I :/ F(t)dt = re?,

comr =|I| e § =argl. Entdo:

b
b . ‘ b .
- / Re <e“9F(t)> dt + i / Im (e“GF(t)> dt
=0 pois |I|€R

IN

e*i"F(t)‘ dt = /b |F(t)|dt

r
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Invaridncia por reparametrizacdo. Seja v um caminho simples, e f continua em 7. Se z(s),
com s € [a,b], e w(t), com t € [, 5] sdo duas parametrizagdes distintas de 7, entdo

b B
/ F(2(5))#(5) ds = / Flw()w' (1) dt

Demonstracao:

Consideremos primeiro o caso de uma curva aberta. Dado que a curva é aberta e simples,
z(s) e w(t) sdo injectivas em, respectivamente, [a,b] e [a, 5]. Entdo ¢ : [a, f] — [a,b], que pode
ser definida por

wt) = 2(p(t)) V€ [, 8] & w=zop & =2z 'tow

é injectiva em [, 5]. Em consequéncia:
B B b
[ sy de= [ £Ee0) ()0 d = [ )6 ds

@ a

A (ltima igualdade decorre da substitui¢do de varidvel s = ¢(t).
O caso de uma curva fechada prova-se agora facilmente, escrevendo-a como a unido de duas
curvas abertas. 0.
Vemos assim que o integral estd bem definido no caso de o caminho ser simples, pois o seu
valor é independente da parametrizacdo utilizada. A partir da definicio, mostram-se facilmente
as seguintes propriedades:

Propriedades do integral

e (Linearidade) Se f e g sdo fungBes continuas em =, e «, 3 constantes complexas, entdo
[(ar@+p9@) dz=a [ 1=+ 5 [ oz dz
¥ ¥ v

e (Aditividade) Se « é a concatenagdo de duas curvas regulares, v = 1 + 2, entdo

/f(z) dz = (2)dz+ [ f(z)dz

72

Note que se o extremo final de 1 coincide com o extremo inicial de 2, a concatenacdo
dos caminhos v, com 79, 1 + 72, consiste na unido das curvas, percorrendo primeiro 7y €
depois vs.

e (Simetria) Se denotarmos por —y o caminho = percorrido em sentido inverso ao de +,

entao
/_vf(z)dz: —Lf(z)dz
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e (Majoracao do Integral) Se f é continua no caminho regular v, e z(t), com t € [a,b] é

uma parametrizacao de v, entao

| [ e < [ e | OOl < ML)

onde M > 0 é um majorante de |f(z)| em 7. Note que o comprimento da curva v é dado

por:

L(y) = / = [ o)t

Exemplos:

1.

Considere-se a funcdo f(z) = f(z +iy) = 2> +iy?, e a curva 7 que une 0 a 2 + i através
do segmento de recta unindo 0 a 1 + i — que designamos por v; — e do segmento de
recta unindo 1 +1i a 2 +1 — que designamos por 5. Desta forma, v = ;1 + 2; usando a

aditividade do integral:

Lf@)@:[ﬂf@)dw/ﬁ £(2)dz.

Uma parametrizacdo possivel para ~; é
21(t) = (14 1)t , te|0,1]

pelo que

1 1 .
(@dyzé(ﬂu+n@«r+wYﬁ:(L+UA(ﬁ+ﬁ%ﬁ: it

At

Por outro lado, uma parametrizacdo possivel para v, é
nt)=t+i , tell,?]
pelo que
2 / 9 .
/ f(z)dz. :/ fE+i)(t+i) dt:/ (t2 +1)dt = §+i
2 1 1

Concluimos que

Lf(z)dz:/hf(z)d“[hf(z)dz.:§+§

Vamos obter uma estimativa do valor do integral

62
| 7]
/Y 2241

onde 7y ¢ a circunferéncia |z| = 2 percorrida uma vez em sentido directo. Pela propriedade

da majoracdo do integral temos que

(/ - dz‘g/‘; ‘|dz|§M/|dz|
520 +1 v1z2+1 ~
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7 - 7 ~ z .
em que M é um majorante do médulo da funcdo Z§—+1 em ~. Para o determinar, e escrevendo
z = x + iy, tem-se que

le?| = [eTY] = e® < €2 pois na curva x<|z| =2

e, como consequéncia da desigualdade triangular,
2241 > ‘W—l( —4-1=3 se |z=2
Entdo, para z € ¥

e* le?| e?
ErsiE <<
224117 |22+1] — 3

z 2 4 2
241 3/, 3

tendo em conta que fv |dz| é igual ao comprimento de v, ou seja, 4.

e assim

5.3 Primitivacao e Teorema Fundamental do Calculo

Sendo f: D — C, onde D é um subconjunto aberto de C, diz-se que f tem uma primitiva (ou é
primitivavel) em D se existe F': D — C tal que

F =

Esta definicdo implica, em particular, que F' tem derivada em qualquer ponto do conjunto aberto
D e, consequentemente, f é analitica em D.

Exemplo:

1. A fun¢do F(z) = —cosz é uma primitiva de f(z) = sen z, visto que (—cos z)' = sen z.
Dado que (—cos z + C') = sen z, qualquer que seja C' € C, —cosz + C é a expressdo geral das
primitivas de sen z em C.

2. Se f e g sdo funcgdes analiticas, vimos que o seu produto é tambem uma funcdo analitica
e (fg) = f'g+ fg'. Entdo podemos deduzir a férmula da primitivacdo por partes

P(fg')=fg—P(f'g)

3. Uma primitiva da fungdo f(z) = % no conjunto D = {z : argz # m} é o valor principal
do logaritmo. Dado que (log z)" = % em D, entdo a expressao geral das primitivas de % em D é

log z 4+ C, onde C' é uma constante arbitraria complexa.
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O seguinte teorema (ja conhecido no caso dos integrais de linha em R?), por um lado, ca-
racteriza as funcdes primitivdveis em C e, por outro lado, permite concluir a indepéndencia do
caminho de integrac3o.

Teorema Fundamental do Calculo
Sendo D C C aberto e f: D — C continua em D, sdo equivalentes as seguintes proposi¢cOes:
a) f tem primitiva em D.

b) Se ~ é qualquer caminho fechado em D (n3o necessita de ser simples), entdo

/f

c) O integral complexo é independente do caminho de integracdo: se y; e 2 sdo dois caminhos
que tém o mesmo ponto inicial e final, ent3o:

fyde = [ f(z)dz

et V2

Em consequéncia, se v é um caminho em A com ponto inicial z; e ponto final z5 e a primitiva de
f em A existe e é igual a F, ent3o:

/ F(2)dz = F(z) — F(2). (5.3)

Dem.:

a) = b) (e férmula (5.3)): Sendo v : [a,b] — C tal que y(a) = (b) e, usando desde ja

a), resta-nos provar que
Y{f(z)dz = %F’(z)dz =
g g

< P((0) = F' ()7 ()
Usando a notagdo F'(z +1iy) = U(x,y) + iV (z,y) e v(t) = x(t) + iy(t), temos:

S P(a(0) +19(0) = 5200+ S/ 0 150 15 )

Comecamos por mostrar que

dt
onde as derivadas parciais de U e V' sdo calculadas em (m(t), y(t)) Como F' ¢ analitica em
A, usando as equacbes de Cauchy-Riemann:

L vinn) = a0~ Dyt +i00a (1) 4100y (1)

= T+ w0) + 5 (0 + i)

ox
=i (i’ (0)+2/ (1))
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Usando agora o teorema fundamental do cilculo para func¢des reais de varidvel real:

b b d
F'(2)dz = F "(t) dt = — F dt = F(v(b)) — F(v(a)) = 0.
free= [ Paonoa= [ EPom) a=Fam) - Fow)

Para provar a férmula (5.3), tendo em conta que neste caso y ndo é (em geral) uma curva
fechada, temos simplesmente:

/ F'(z)dz = F(y(b)) — F(v(a)).

b) = c): Sejam 1 : [a1,b1] — C e 2 : [ag,be] — C dois caminhos com o mesmo ponto
inicial e final, isto é, y1(a1) = v2(a2) e y1(b1) = ~2(b2). Entdo —vy; + 2 € uma curva
fechada; usando b) e a aditividade do integral complexo:

0= }I{Merf(z)dz =— f(z)dz—k[y2 f(z)dz.

Y1

c) = a): Por hipdtese, o integral complexo ndo depende do caminho de integragdo. Como
tal, fixando um zg € D, podemos definir a funcdo F': D — C por

/ :f(w) duw = / f(w) duw

em que y é qualquer caminho regular unindo 2y a z e tomando valores em D. Note que c)
garante que o valor de F'(z) estd bem definido para qualquer z € D.

Considere-se também r > 0 para o qual D(z,7) C D, z1 € D(z,r) e s 0 segmento de recta
unindo z a z;. Entdo

FG) = [fwdw . Fe)= [ fwdu
gl v+s
E entdo facil verificar que
F(z) — F(z) 1
) = ([ e — - )

1
e / (Fw) ~ 7(2)) dw

Por continuidade de f em D, para qualquer ¢ > 0 existe r > (0 para o qual se tem
|f(w) — f(2)| < e sempre que |z — w| < r. Assim

F(z) — F(z) € B
zZ— 21 _f(z)‘S\Z—Zlf/s’dw‘_e
Conclui-se que F() - F()
. Z)— 21
fw —— =/

ou seja, para qualquer z € D tem-se que F’'(z) = f(z). Conclui-se que F' é analitica e é
uma primitiva de f em D.
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O
Exemplo:

. 2 .
Vamos calcular o valor do integral / ( + ze® ) dz, sendo C' a curva parametrizada por

C NF

~(t) = 3cos(t) + 2i sen(t), com t € [0,37/2].

Observe-se em primeiro lugar que a fungdo ze*” é primitivdvel em C, pelo que o Teorema
Fundamental do Célculo é aplicdvel. Assim

3w/2
/ 2 dz =P <ze32) ‘7( /» = l622
c ~7(0) 2

onde P <zez2) designa uma primitiva da fun¢do f(z) = ze**. Por outro lado, dado que todos os

ramos de log(z — 2) sdo primitivas da fun¢do Z%Q num dado conjunto, ha que ter o cuidado de

escolher um ramo que seja uma fung¢do analitica num conjunto aberto que contenha a curva C.
Para esse efeito, considere o ramo do logaritmo tal que —7% < arg(z —2) < %r; o seu dominio de

analiticidade é:

z<6<7—7T

D={z€C:z=2+re’ onde —
{z z + re'” onde 1 1

er>0}.

Para z € D, vamos ent3o usar o ramo>:

7
log(z —2) =log|z — 2| +iarg(z — 2), onde — % <arg(z—2) < ZF

Trata-se de uma funcdo analitica em D, com a curva C' contida em D e d% log(z—2) = ﬁ para
qualquer z € D. Pelo Teorema Fundamental do Célculo:

1 ~(37/2) 3 5
dz = 1 —2( —log(—2i —2) —log(3 —2) = = log 2 +1 L.
[ = = ot =) = log(—2i = 2) ~log(3 = 2) = 3 log 2+

4

Finalmente:

1 ——e¥ 3 5
/< +z«922)alz:u+—10g2+i—7T
o 2 4

5.4 Teorema de Cauchy e suas Consequéncias

Na sec¢do anterior vimos, em particular, que qualquer fun¢do, f, primitivdvel num conjunto aberto

D c C, verifica
j{f(z) dz=0
¥

para qualquer curva fechada contida em D. A generalizagdo deste resultado a qualquer funcio
analitica é feita através seguinte teorema.

Teorema de Cauchy

®*Deve esbocar o dominio de analiticidade deste ramo de log(z — 2) e a curva C.
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Se v é uma curva de Jordan seccionalmente regular e f é analitica num aberto simplesmente
conexo contendo 7, entao
§ 1) dz =
gl

“Dem.:” (com uma hipdtese adicional)

Vamos assumir como provado que (no sentido de R?) uma funcdo analitica, f, é de classe C!
4. Assim, sendo f = u + iv analitica em D, u e v sdo funcdes continuamente diferencidveis em
D. Tem-se entdo que

}é f(z)dz =

<u(w, y) + iv(, y)) (dz + idy)

56— e

u(z,y) dr —v(z,y)dy +i 7{ v(z,y) dr + u(r,y) dy
Y

Atendendo as condi¢des do Teorema (v uma curva de Jordan definida num aberto simplesmente
conexo D) e a hipdtese adicional (u e v continuamente diferencidveis em D) podemos aplicar o
Teorema de Green® aos dois integrais de linha da expressdo anterior, obtendo-se

]if(z) // ax” —a—d z dy +// ———dxdy

inty inty

Visto a regido int v C D (porque D é simplesmente conexo) e f é analitica em D, verificam-se
as condi¢des de Cauchy-Riemann na regido int v e, como tal,

7{ £(z) dz = 0.

Exemplos:

1. Considere-se a funcdo complexa f(z) = sh(cos? z)). Dado que f é uma funcio inteira, o
Teorema de Cauchy permite concluir que

7{ sh(cos® 2))dz = 0

para qualquer curva de Jordan em C.

*A conclusdo do teorema de Cauchy pode ser provada sem recurso a esta hipétese adicional. A demonstracio
completa do teorema — devida a Goursat — é, contudo, bem mais elaborada do que esta, que apresentamos.

®Teorema de Green: Sendo 7 uma curva de Jordan contida em D C R? aberto e simplesmente conexo, e
sendo P e Q duas funcdes reais de classe C'!' em D, ento:

dex—l—Qdy—// — = xdy

inty
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2. Dados zy e z; € C fixos, considere-se a fungcdo complexa f(z) = ZEZO. Por ser o quociente

de fungdes inteiras, f é analitica em C\ {29}. Assim, sendo v a circunferéncia de centro em
z1 e de raio R < |21 — 2| (isto é, zp pertence ao exterior da circunferéncia), conseguimos
determinar um conjunto D aberto e simplesmente conexo que contém a curva e ao qual z
ndo pertence (por exemplo D = {z : |z — 21| < R+ €} com ¢ td0 pequeno quanto seja
necessario). Pelo Teorema de Cauchy

1
jé dz =10
A{Z—ZO

Considerando agora zg = z1 e R > 0 arbitrério, é ébvio que n3o se consegue determinar D
nas condicdes do teorema, visto que para que f seja analitica em D zy ndo pode pertencer
a D. Mas para que D seja simplesmente conexo zy €int v C D. Assim o Teorema de
Cauchy nao é aplicavel.

Para calcular o integral, e assumindo que a curva estd a ser percorrida em sentido directo,
considere-se a parametrizagdo de v dada por z(t) = zp + Re', com t € [0,27]. Entdo

1 2 1 ) 2 iReit 21
dz = _ Re'tYdt = .dt:/ idt = 2mi
j{z—zo - /0 20 + Re't — zg (20 + Re”) o Rel 0 ' ™

Se 7 é percorrida no sentido inverso, ent3o:
1 1 )
jI{ dz = —jI{ dz = —2mi.
~ Z— 20 ~y Z— 20

Consequéncias do Teorema de Cauchy

e Independéncia do caminho de integracao

Se f € analitica num aberto simplesmente conexo, D C C, z1, z0 € D e 71, 72 duas curvas
seccionalmente regulares em D unindo z; a z9. Entdo

(2)dz= [ f(z)dz

7 Y2

Como consequéncia, no caso de f ser analitica podemos definir

/;2 f(z)dz = Lf(z) dz

em que v é qualquer curva regular unindo z; a z5 definida em D.

e Teorema de Cauchy Generalizado

Seja D C C um conjunto aberto e simplesmente conexo, v uma curva de Jordan em D, 1,
... Yn curvas de Jordan contidas no interior de «v e verificando para ¢ # j

61



CAPITULO 5. INTEGRACAO EM C

o int (y;) Nint (7;) = 0;

© todas as curvas tém orientacdo igual a orientacdo de ~.
Sendo ainda, f uma fungdo analitica em int (y) \ (int (71) U...Uint (yn)> entdo
n
F 1) =3" 4 1)z
v i=1 Y7

Exemplo:

1. Sendo zy um ponto qualquer de C e v uma curva de Jordan tal que zy € «v. Entdo
1 ds — 0 se zg € inty
~ 2= 20 | 27 se z € inty

Num exemplo anterior, j& tinhamos concluido que o integral é 0 se 2y é um ponto
exterior a curva e, efectuando o cilculo pela definicdo, que

1
% dz = 2mi
|z—z0|=R % — %0

onde a curva é percorrida em sentido positivo. O Teorema de Cauchy generalizado per-
mite concluir que se -y for percorrida positivamente e estiver nas condi¢cdes enunciadas,

se tem . 1
7{ dz = 7{ dz = 27
v 7T X0 |z—z0|=R % — %0

sendo R > 0 escolhido de forma a que D(zgp, R) C int+y. ldem para o sentido negativo.

2. Sendo v uma curva de Jordan percorrida em sentido directo e tal que +1 ¢ . Entdo

0 se +1 &inty
j{ 1 ds — mi  se l€inty e —1¢inty
y 22 =1 —mi se —l€inty e 1¢inty
0 se £1€&inty

De facto:
% se +1 ndo pertencem a regido interior a v o resultado é uma consequéncia imediata
do Teorema de Cauchy;
% para o caso em que 1 pertence a regido interior a v e —1 pertence a sua regido
exterior, observa-se que 2%1 é analitica num conjunto aberto simplesmente conexo
contendo ~y e, como tal é aplicivel a Férmula Integral de Cauchy

1 T 1
j{ 5 dz:}gz dz = 2mi =i
,Yz—l ﬁ{z—l z+1lz=1

* para o caso em que —1 pertence a regido interior a v e 1 pertence a sua regido ex-

terior, observa-se que ﬁ ¢ analitica num conjunto aberto e simplesmente conexo

contendo «y e, como tal, é aplicdvel a Férmula Integral de Cauchy

1
1 o 1
7{ 5 dz:%z—ldzz%ri = —7i
v Z —1 7z—i—l z—1lz=21
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5.4. TEOREMA DE CAUCHY E SUAS CONSEQUENCIAS

por ultimo, se tanto 1 como -1 pertencem a regido interior a curva -y, pelo teorema
de Cauchy generalizado

1 1 1
}1{ 5 dz:j{ 5 dz+j{ 5 dz =10
N Z —1 712—1 722—1

em que y; é qualquer curva de Jordan percorrida em sentido positivo e tal que 1 €
inty; e —1 &€ inty; U, e 2 é qualquer curva de Jordan percorrida em sentido
positivo e tal que —1 € intyp e 1 & intys Us.

e Generalizacdo do Teorema de Cauchy

Sejam D C C um aberto simplesmente conexo, v uma curva de Jordan em D, zy um ponto
pertencente a regido interior a v e f uma fungdo analitica em D \ {2} verificando

Entao

Dem:

lim (z — 20)f(2) =0

Z—r20

jgf(z)dz:O

Pelo Teorema de Cauchy generalizado, tem-se que para € suficientemente pequeno

dz = dz , Ye>0
pree=4  se

tendo a circunferéncia a mesma orientagdo que . Por outro lado, dada a hipétese lim (z —

Z—r20

20) f(z) = 0 podemos determinar § tdo pequeno quanto se necessite, de forma a que

Assim

z—2/ <8 = |z-2)f@El<e = ()] <—
|z — 2o
d = dz| < d
[frew] = | see<f el
€
< j{zm:e P 2’0“ z| = %ZZO:E |dz| = 2me Ve >0

Fazendo ¢ — 0 obtém-se

‘ﬁf(z)dz‘ <0 = jgf(z)dz:O
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5.5 Fdérmulas Integrais de Cauchy

e Férmula Integral de Cauchy

Se v é uma curva de Jordan e f é analitica num aberto simplesmente conexo contendo 7,
entdo para qualquer zy € int (7)

feo) =5 &) 4,

2 zZ— 2

onde ~y é percorrida uma vez no sentido directo.
Dem.
Dado que f é analitica em zy, tem-se que

SIRY(C R (E)

Z—20 zZ— Z0

=0
Assim estamos nas condi¢cOes da generalizagcdo do teorema de Cauchy, e

j{f(z)—f(zo)dzzo
~ Z— 20

Entao

O j{ Mdﬁj{&m — 0+ 2nif (20)
5 il

Z— 20 Z— 20

Exemplo:

1. Vamos calcular

sendo v qualquer curva de Jordan em C orientada positivamente e tal que 7 € int 7.
Dado que f(z) = e * é inteira, estamos nas condi¢cdes da férmula integral de Cauchy
e podemos concluir que

j{/ ze dz = 27Tif(g) — 2rie”™/?

-3
jI{ i dz
722—{—1

sendo v qualquer curva de Jordan em C orientada positivamente e tal que —% €int 7.
Atendendo a que a fungdo f(z) = z € inteira, por aplicagdo da férmula integral de
Cauchy, obtem-se

1 1 1 i
y{ z dZ:—jI{ i dz:—27rif<——):_ﬂ
AUEFE Rl A 2 2 2

1
2

2. Vamos calcular
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3. Vamos calcular

7{;082 "
y 2 + 9z

em que vy é a circunferéncia |z| = 1 percorrida uma vez em sentido directo. A fungdo
integranda é analitica em C \ {0, —3i, 3i}; dos pontos onde a fun¢do n3o ¢ analitica
apenas 0 pertence a regido |z| < 1. Assim

Cos z

cos 2z . COSZ 2mi
}1{ dz:j{ﬂdz:%n 5 = —
5 23492 y 2 22 4+ 9l2=0 9
onde utilizdmos a férmula integral de Cauchy e o facto de a funcdo f(2) = 335 ser

analitica num aberto, simplesmente conexo contendo v (por exemplo |z| < 2),

e Derivacdo de uma func¢do analitica

Sendo f uma fungdo analitica num aberto simplesmente conexo D. Podemos conjecturar
que a derivada de f se pode calcular assim:

- L dﬁf(w) P ngif(w) dw:ij{(f(iw)de

T omidz J,w—z 271 ), dzw — z 2ri w— z)

A igualdade que indicdmos por =*, embora sendo verdadeira, ndo tem justificacdo simples.
Vejamos como se pode, neste momento, provar esta férmula integral de Cauchy generalizada
a partir da propriedade de holomorfia de f.

Sendo z € D arbitrario e f analitica em D, para qualquer curva de Jordan, ~y, contida em
D, percorrida em sentido directo e tal que z € int ~, tem-se que

1
F(2) = — 7{ Lw)dw
21, w — 2z
Em particular, considerando r > 0 de forma a que D(z,r) C D, tem-se que

z) = =S de
=gz

27 w—z

onde a circunferéncia é percorrida uma vez em sentido directo. Ent3o, usando a definicdo
de derivada

f'(2) = lim

Vamos mostrar que
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Para tal, vamos mostrar que

1 1 1
M{(h) = ‘2_71'1 %wz|:rf(w) (w— (24 h))(w — 2) o= 2ri lw—z|=r fw) (w— Z)de

converge para 0 quando h — 0. Assim

1 i
M(h) < — d
W< o B = - e !
M]|h| 1

- 4
2772 Sz 0 — (2 + )] ]

onde M denota o maximo de |f| na circunferéncia |w — z| = r. Atendendo a que

= (2 4+ 1)| = [Jw— 2| -

e tomando o limite quando A — O:

Mlh
M) < i f' dul
|lw—z|=r

27T’I“2’I“—|h|‘
Mlh

= ¢—>0 quando h — 0,
rr—|h|‘

como se queria mostrar.
Demonstramos assim que se f é analitica em D, a sua derivada satisfaz a férmula
1
2mi ), (w — z)

para qualquer curva de Jordan v em D percorrida em sentido directo e tal que z € int 7. Este
procedimento pode agora ser repetido sucessivamente, por forma para provar a existéncia
de derivadas de qualquer ordem de f.

Através do conceito de série de poténcias, que introduziremos na sec¢do seguinte, daremos
uma prova mais simples e mais geral deste resultado, no sentido em que também iremos
provar que as derivadas de qualquer ordem de f existem e sdo dadas por:

v = 2§ fw)
(2) 'ﬁf___

27i w—2z)3
" 3-2
7R = 55 f{ (J (—w,z)«)4dw’

para qualquer curva de Jordan v em D percorrida em sentido directo e tal que z € int ~.
Note que as férmulas para as derivadas de f sdo obtidas derivando sucessivamente debaixo
do sinal de integral®:

(= L fd" S oot [ fw)
! (Z)_QWiﬁdz"w—zdw_QWijéy(w—Z)anw

6Como vimos acima, embora isto seja uma boa mneménica n3o serve de demonstrac3o.
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e Férmula Integral de Cauchy Generalizada

Nas mesmas condicdes da Férmula integral de Cauchy, tem-se que para qualquer n € Ny,
f(") estd bem definida, é analitica em D e satisfaz a férmula

o= f D

2mi z — zp)"t!

para qualquer zg € int~y.

Exemplo:

1. Pretendemos calcular o valor do integral

ez
—d
7{4:2 z—11"

onde se supbe que a curva é percorrida uma vez em sentido directo. Comecamos por observar

~ e? , /e ~ / /e i~ - . N
que a funcao oy & analitica em C\ {1}, pelo que ndo é analitica na regido interior a
curva, e como tal ndo é aplicdvel o Teorema de Cauchy. Consideremos a fun¢do f(z) = €7,
que é uma fungio inteira; para zp = 1 (que pertence a regido interior a curva) estamos em
condi¢des de aplicar a féormula integral de Cauchy generalizada para a derivada de ordem

n = 3. Assim B )
3 n
7{ 674612 = $ (ez)
l2j=2 (2 — 1) 3! —

2. Pretendemos calcular o valor do integral

|
f{ C;g(z +3) .
12j=2 22(22 +9)

1 3

onde se supbe que a curva é percorrida uma vez em sentido directo e log 2 representa o

valor principal do logaritmo. A fungdo f(z) = lzg((zéf’;}) estd definida em C\ {—3i, 31, —3,0}

e € analitica em

C\ ({0,31, 3} U {ze™ : x < —3}>
Considere-se D = {z : |z| < %} Verifica-se que D é aberto, simplesmente conexo, contém

a curva no seu interior. Definindo-se

)

pelo que vimos acima, f é analitica em D. Entdo, e usando a férmula integral de Cauchy
para a derivada de ordem 1,

log(z + 3) % .(log(z +3)\/
S5 o4z = — = 27?1(72 )
z=2 2%(22 +9) ol=2 2 2249
3. Pretendemos calcular o valor do integral

j{l %dz
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em que f: C — C é uma funcdo de dominio C tal que
Re f(z +iy) = u(z,y) = v° — 2° + 3zy* — 322y,
e a curva é percorrida uma vez em sentido hordrio. Atendendo a que
o u€ C*R?).
o para quaisquer x,y € R?
0%u @ 0

Au=——— + ——<—3m2+3y2—6xy>+

a 2 2\ _
52t 50 = oa <3y + 6xy — 3z ) —0

y

concluimos que u é harménica em R? pelo que f = u + iv é uma funcio inteira sendo
v uma harménica conjugada de v em R2. Por outro lado, visto que 0 pertence 3 regido
interior da circunferéncia |z| = 1, estamos em condi¢des de aplicar a férmula integral
de Cauchy para a derivada de ordem 2

f(2) _ 27,
j%z|1 7(12 = _Tf (0)

sendo que o sinal decorre da orientacdo da curva. Note-se que a analiticidade de
f permite, utilizando as equa¢des de Cauchy-Riemann, determinar f”(0) sem ter de
conhecer explicitamente a parte imaginaria de f. De facto, para qualquer z € C

ou Ov Ou . Ou

/ _ " oY s . 2 2 s 2 o 2
f(z)_aerlax e 18y ( 3x° + 3y ny) 1<3y + 62y 396)

Usando as notacdes & =Re f’ e © =Im f’, ent3o
" . ’ /_ @ @

0 0
= —<—3x2+3y2 —ny) +i—(—3y2 —6xy+3x2)
ox ox

= —6z — 6y +i(—6y + 6x)
Finalmente

f(z) . .
dz = —7i| — 6x — 6y + i(—6y + 6
j|{3|1 ( y +i(=6y )) (z,9)=(0,0)

3

Consequéncias da Férmula Integral de Cauchy

1. Teorema de Morera

Se D C Céabertoe f: D — C é continua e

ﬁf(z) dz=10

para qualquer curva fechada seccionalmente regular, ~, contida em D, entdo f é analitica
em D.
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Demonstracao:

Aplicando o Teorema Fundamental do Calculo (a) é equivalente a b)), a fungdo f é pri-
mitivdvel em D. Assim existe uma funcdo analitica, F', tal que F'(z) = f(z) para todo

7

z € D. A férmula integral de Cauchy permite concluir que, sendo F' analitica em D, F’ é
tambem analitica em D. Conclui-se que f é analitica em D.

O

. Teorema de Liouville
Se f é uma funcdo inteira e limitada entdo f é constante.
Demonstracao:
Dado que f € inteira, a Férmula integral de Cauchy permite concluir que f’ € inteira e para
todo z € C se tem
1 w
f/(z):_,% f()de
27 lw—z|=R (w - Z)

onde a circunferéncia de centro em z e raio R > 0 arbitrario, é percorrida uma vez em

sentido positivo. Entdo
1 f(w)
o )
’ ( )‘ ‘27‘(1 \w—z\:R (U) — 2)2

< i, ali gl

Por outro lado, visto f ser limitada, existe M > 0 para o qual

fz) <M,  VvzeC
Ent3o ) M M
"(2)] < — —dw = —
Pl = o5 }{U_ZW YT

Visto R ser arbitrdrio, podemos considera-lo tdo grande quanto se queira (R — o0), e assim
concluir

I <0 = [f'(a)=0 = [fl(2)=0

pelo que f é constante em C.

. Teorema Fundamental da Algebra
Seja P(z) um polinémio ndo constante em C. Entdo existe x € C tal que P(x) = 0.
Demonstracao:

Argumentando por contradicdo, vamos supor que tal y ndo existe, isto é
VzeC P(z) #0

o que implica de imediato que a fun¢do 1/P(z) é inteira. Por outro lado, visto |P(z)| — oo
quando |z| — oo, existe R > 0 tal que

1
— 1 4
\P(Z)\ < se |z >R (5.4)
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e, tendo em conta que 1/P(z) é continua no conjunto compacto {z € C : |z| < R} — pois
P(z) ndo tem zeros — o teorema de Weierstrass assegura a existéncia de M > 0 tal que

‘ 1

P(z)‘ <M se lz| <R (5.5)

As desigualdades (5.4) e (5.5) permitem afirmar que 1/P(z) é limitada em C. Pelo Teorema
de Liouville conclui-se que 1/P(z) é constante, o que contradiz a hipStese do teorema.

O

4. Desigualdade de Cauchy

Se f é uma func3o analfica num conjunto aberto e simplesmente conexo D C C, 2y € D e
escolha-se r > 0 tal que {z : |z — 29| =r} C D. Entdo
M n!
T

sendo M € R* o miximo de |f(2)| em B, (zp).
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Capitulo 6

Sucessoes e Séries de Numeros Complexos

6.1 Sucessoes de Numeros Complexos

Uma sucessdo de nimeros complexos, (2, )nen € uma aplicagdo
Non - z,=x,+iy, € C,

ou seja, uma aplicagdo (ou fungdo) que a cada ndmero natural, n, faz corresponder um e um
sé nimero complexo z, = x, + iy,. E costume representar uma sucessdo por (z,) ou ainda,
mais abreviadamente, pelo seu termo geral, z,. As sucessdes x,, = Re z, (a parte real de z,,) e
yn = Im z,, (a parte imagindria de z,) s3o sucessGes reais.

A sucessdo z, diz-se limitada se existe um nidmero real positivo M tal que |z,| < M para
todo n € N.

e Se z, = x, + iy, entdo
zn € limitada em C sse z, e ¥, sdo limitadas em R.
Exemplos:

- | .
1. A sucessdo z, = — ¢ limitada, visto que |z,| = % <1, paratodoon € N.
in

oi
2. A sucessdo z, = nta é limitada, pois |z,| = /1 + % < /5 para qualquer n € N.
n

3. A sucessdo z, = e é limitada, pois |z,| = 1, para todo o n € N.

Limite de uma sucessdo. Sucessdo convergente:

A sucessdo z, diz-se convergente para L € C, usando-se a notacdo
L = lim z, = limz, ou, equivalentemente, Zn — L
n—o0
se e sO se para qualquer € > 0, existe N € N tal que
se n> N entao |z, — L| <e.

Esta definicdo significa que dado qualquer erro € > 0, existe uma ordem N € N a partir da qual
todos os termos da sucessdo (os termos zy 11, 2N 42, - ..) Sd0 aproximacdes do limite, L, com erro
inferior a e.

Exemplos:
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in

1. A sucessdo z, = — € convergente e o seu limite € 0, visto que para qualquer € > 0
n

in

1 1

e

A definicdo de convergéncia é verificada para qualquer € > 0 tomando N = N(e) > 1//e.

= 3 <€ para n>
n

n3

n + 2i

2. A sucessdo z, = é convergente e o seu limite é 1, visto que para qualquer ¢ > 0

n+ 2i 2i 2 2
‘ —1‘:‘—:—<6 para n > —
n n n €

A defini¢do de convergéncia é verificada para qualquer ¢ > 0 tomando N = N(e) > 2/e.

As propriedades seguintes s3o consequéncias quase imediatas das definicdes anteriores.

Teorema:
Sendo (z,,) uma sucessdo complexa convergente, entdo

1. A sucessdo (z,) € limitada.
2. O seu limite é dnico.
3. Se (wy,) é uma sucessdo limitada e 1i£n zn, = 0 entdo li7£n(znwn) =0.
Diz-se que z, é uma sucessdo de Cauchy se e sé se para qualquer € > 0, existe N € N tal que
se n,m > N entdo |z, — zn,| < e.
Esta definicdo é equivalente a:

n,rrngnJroo (Zn N Zm) =0

Prova-se que uma sucessdo complexa é convergente se e sé se é uma sucessdo de Cauchy.

Listamos em seguida algumas propriedades dos limites de sucessGes complexas convergentes,
que nos permitem utilizar a 'lalgebra de limites conhecida das sucessdes de termos reias conver-
gentes.

Propriedades:

Se (z,) e (wy,) sdo sucessdes complexas convergentes, entdo

1. Sez, =z, +iy, e L = A+ 1B entdo

L=lm z,< A= lim z,e B= lim y,

n—o0o n—oo n—oo
2. (z,) é convergente e lim z,, = lim z,,;
3. A sucessdo real (|z;,|) é convergente e lim |z, | = |lim z,,|.
4. (zp, + wy) é convergente e lim(z, + wy,) = lim 2z, + limwy,;

5. (zn, — wy,) é convergente e lim(z, — w,) = lim z,, — lim w,,;
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6. (znwy) é convergente e lim(z,w,) = lim 2, lim w,;
7. se adicionalmente lim wy, # 0, (2,,/wy,) é convergente e lim(z, /w,) = lim 2,/ lim w,,.

Limite infinito
Se (z,,) é uma sucessdo complexa, definimos

limz, =00 sse VM >0 3INeNVReN n>N = |z,|>M
n

N3o entraremos em detalhe acerca do significado de limite infinito em C, no entanto é facil de
demonstrar que lim z, = co é equivalente a cada uma das afirmacoes:
n

e lim|z,| = o0
n

e lim— =0
n Z,

Observa-se que se pelo menos uma das sucessdes (Re z,) ou (Im z,) tende para infinito, entdo a
sucessdo (z,) terd também limite infinito. Porém, o reciproco pode n3o se verificar.

Tal como no caso real, a algebra de limites ndo é aplicdvel quando pelo menos uma das
sucessbes converge para infinito.

Exemplo:

Ex. 1 As sucessdes (ne'™) e (n+ 1) convergem para oo, tendo em conta que:
: iy 1 : i .
lim|ne™| =limn =00 e limRe(n+ —)=Ilimn = oo
n n n n n

Ex. 2 Progressao Geométrica de razao z

Para z € C fixo, define-se a progressdo geométrica de razdo z como sendo a sucessdo cujo
termo geral é z"; ou seja, o seu conjunto de termos é:

Escrevendo os termos da progressio na forma trigonométrica, 2" = |z|"e"®82 pode-se
concluir que:
0 se |z|<1
lim z"=¢ o0 se |z]>1
n—+oo
1 se z=1

Se |z| =1 e z # 1, entdo 2" ndo tem limite (finito ou infinito).

6.2 Séries Numéricas

Dada uma sucessdo de niimeros complexos, z,, define-se formalmente série de nidmeros complexos
ou série numérica como a “soma”:

o
Zzn:21+22+...+2n+... (6.1)

n=1
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Os nimeros z1, z2 , ..., denominam-se termos da série (6.1); a sucessdo z, € C diz-se o
termo geral (ou termo de ordem n) da série (6.1). Note-se que (6.1) designa uma “soma de uma
infinidade de termos”. Através da definicdo de limite de sucessdes, introduzida na sec¢do anterior,
é possivel dar um significado concreto a este tipo de “somas”.

o0
Define-se, associada a série E Zp, a sucessdo das somas parciais (Sn)nen, por

n=1
Sl = 21
Sy = 2+ 2
S3 = 21 +2+23

N
SN = z1+ 2+ ... +zy = Zzn
n=1

N
Note-se que, no termo geral escrito na forma Sy = g Zn, n é varidvel muda.
n=1
Definicdo: (Natureza da série)

e Se a sucessdo das somas parciais Sy é convergente em C, isto é, se existe S € C tal que

lim Sy =8

N—oo

o
a série g zn, diz-se convergente e

n=1
%)
S = Z Zn,
n=1

S é denominado por a soma da série.

e Se a sucessdo das somas parciais Sy ndo converge em C (Sy ndo tem limite ou tem limite
o0

infinito) a série Z zn, diz-se divergente.

n=1

Proposicao

A natureza de uma série ndo depende do valor dos seus primeiros termos, ou seja:

o0 o0
Vp, q € Ny, as séries E Zp € E Zp t€m a mesma natureza.
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6.3. SERIE GEOMETRICA

6.3 Série Geométrica

o0
Para cada z € C, a série E z" denomina-se série geométrica de razdo z. Para z = 1, a série

diverge. Para z # 1, a correspondente sucessdo das somas parciais é dada por:

N I_ZNJrl
S = n:*
n=0

Como zN*1 — 0 para |z| < 1 e 2V H!

que:

ndo converge em C quando |z| > 1 (com z # 1), conclui-se

e Se |z| <1 a série geométrica de razdo z é convergente e

> 1 > 2P
n __ n o __
T;)Z T 1—2z (nzpz _l—z)

e Se |z| > 1 a série geométrica de razdo z é divergente.

6.4 Resultados Gerais sobre Convergéncia de Séries Complexas

e Condicdo necessdria a convergéncia de uma série

(o]
Se a série E zn € convergente entdo lim z, = 0.
0 n— o0
n=

e Como consequéncia directa desta propriedade (tomando o contra-reciproco), tem-se:

o

Se lim z, # 0 ent3o a série E z, € divergente.
n—oo 0
n—=

Chama-se a atenc3o para o facto de que z, — 0 ndo implica que a série de termo geral z,
seja convergente.

o o0 o
e A série complexa E zn € convergente sse as séries reais g Rez, e E Im z,, sdo ambas

n n n

o0 (o] o0
Zzn = ZRezn+iZImzn.
n n n

convergentes e

(o.0] o
e Linearidade. Se as séries g Zn € E w, sdo convergentes para as somas S e 7', respecti-

n n
vamente, entdo

[ee)
© a série E (2, + wy,) é convergente e a sua soma é S+ T.

n

)



CAPITULO 6. SUCESSOES E SERIES DE NUMEROS COMPLEXOS

o0
¢ para qualquer \ € C, a série Z()\zn) é convergente e a sua soma é \S.

n

e Critério de Cauchy.

o0
A série g zn € convergente

n
sse

a sucessdo das somas parciais associada é uma sucessao de Cauchy
sse
para qualquer € > 0, existe N € N tal que:
para todos os n,m > N, |zp41 + 2Znyo + - + 2m| < €

6.4.1 Série Harmodnica

A série harménica é dada por:
o

>
n
n=1

Note-se que a sucessdo das somas parciais desta série verifica:

1 1 1 1 1
4+ i —>—4+ -+ —=N— =

S Sy = !
INTEN TN ON ~ 2N IN ON 2

para qualquer N € N. Em consequéncia, (Sy) ndo satisfaz o critério de Cauchy (basta tomar
€< %) Por isso, a série harménica é divergente.
6.4.2 Séries de Mengoli

Uma série de Mengoli (ou série telescdpica) é uma série da forma

o0

(Zn - Zn—l—l)
n=1

em que z, € C, para todo o n € N. A sua sucessdo das somas parcias reduz-se a

SN = 21 — ZN+1,

pelo que a série converge sse existe lim z,. Nesse caso:

n—o0
o0
g (zn — zn+1) =2z — lim z,
1 n—o0
n—=

6.4.3 Convergéncia Absoluta

A série E zn, diz-se absolutamente convergente se a série real E |z | convergir. Costuma-se

designar Z |z| como a série dos médulos (de Zzn)
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6.4. RESULTADOS GERAIS SOBRE CONVERGENCIA DE SERIES COMPLEXAS

A série E zn, diz-se simplesmente convergente se for convergente e a série dos seus mddulos

for divergente i.e., se a série E zZn convergir e a série E |z | divergir. A partir do critério de

Cauchy, deduz-se a:

Proposicado: (critério da convergéncia absoluta)
Toda a série absolutamente convergente é convergente.

O resultado anterior mostra que a natureza de certas séries complexas pode ser estudada a
custa da teoria das series de termos reais n3o negativos.

Para uma revisdo dos conceitos e resultados essenciais sobre as séries de termos reais nao
negativos, aconselha-se a leitura do apéndice A.
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Capitulo 7

Séries de Poténcias

7.1 Definicao e Raio de Convergéncia

Para zy € C e a, uma sucessdo de termos complexos define-se a série de poténcias de z — zy (ou
série de poténcias centrada em zg) por:

o
Zan(z —20)" =ag +ay(z — 20) +as(z — 20)° + - Fan(z —20)" 4 - (7.1)
n=0

Os termos da sucessdo a, denominam-se coeficientes da série e zy é o seu centro. Para cada
z € C a série poderd ou n3o convergir, pelo que serd adequado definir o conjunto:

[e.e]
{z eC : Zan(z — zp)" converge} ,

n=0

Este conjunto é denominado regido de convergéncia de (7.1).

Pela mudanca de varidvel w = z — zy, podemos reduzir o estudo da natureza de (7.1) ao caso
em que zp = 0, que é:

o
2
Zanz":ao+alz+agz + a4

n=0

Qual é a forma do dominio de convergéncia de uma série de poténcias? O seguinte resultado
permite obter uma resposta para esta questdo.

Teorema de Abel
Considere-se a série de poténcias centrada em z e de coeficientes ¢,. Ent3o:

o o0
a) Se existe £ € C\ {20} tal que ch(§ — 29)" converge, a série ch(z — 2p)" converge
n=0 n=0
absolutamente em todos os valores de z para os quais |z — zg| < |£ — 20].

o0 o0
b) Se existe £ € C\ {29} tal que ch(f— 20)™ diverge, a série ch(z — 2p)" diverge em
n=0 _ n=0
todos os valores de z para os quais |z — zg| > [£ — 20|
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CAPITULO 7. SERIES DE POTENCIAS

Demonstracao: como vimos, basta provar o resultado para caso zg = 0, isto é, para as séries
do tipo > a,2".

a)

Supondo que existe um ponto z = £ onde a série Y a,2" converge, entdo lim a,&" = 0.
n—o0

A existéncia deste limite implica, em particular, que a,&" é uma sucessdo limitada, ou seja:

existe M >0 talque [a,§"| < M paraqualquer n € N.

Tomando qualquer valor de z que verifique |z| < |£], define-se r = % Assim, 0 < r < 1.
Desta forma:
n n
lanz"| = |an||z|" = |an||&]™ % = lan&"| <%> < Mr™ para qualquer n € N.

Note que a série > Mr™ = M > r™ é convergente, pois é uma série geométrica de razdo
r < 1. Pelo critério geral de comparagdo, a série > _ |a,2"| também converge; logo > a,z"
converge absolutamente para |z| < [¢].

Supondo que existe z = £ onde a série > a,,2" diverge, entdo a série terd que divergir para
|z| > |€]. Pois, caso contrario — se existisse 2, com |2| > |£|, onde a série convergisse —
como |£] < |2], pela alinea (a) a série >_ a,, 2" convergiria absolutamente em z = £, o que
contradiz a hipdtese. O

O raio de convergéncia, R, de uma série de poténcias > " ; a,(z — zo)" define-se por:

o0
R =sup< pe[0,+o0[: Zan(z — 2p)" converge em |z — zp| < p
n=0

R estd bem definido, pois o conjunto acima nunca é vazio e R > 0. De notar que esse conjunto
pode ser ndo limitado; nesse caso, R = oc.
Utilizando o teorema de Abel, conclui-se facilmente o seguinte (porqué?):

Teorema: (regido de convergéncia de uma série de poténcias)

o0
Considere-se a série de poténcias E an(z —20)" e seja R o seu raio de convergéncia. Ent3o:

n=0

a) A série converge absolutamente no disco {z : |z — 29| < R}.

b) A série diverge na regido {z : |z — z| > R}.

O disco de convergéncia da série de poténcias é definido como sendo o interior da sua regido de
convergéncia, ou seja, a regido dada por |z — z| < R.

Apoiando-nos nos critérios de convergéncia das séries de termos nao negativos e no teorema
de Abel, podemos obter férmulas para o célculo do raio de convergéncia de (7.1). Assim:

[e.9]

O raio de convergéncia da série E an(z — 2zp)" é dado por:

n=0
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7.1. DEFINICAO E RAIO DE CONVERGENCIA

. Q . .
e R= lim |— ‘, caso este limite exista.
n—o0 an+1
1 - - .
e — = lim {/|ay|, caso este limite exista.
R n— 00
1
* 5= limsup /|a,| (Teorema de Cauchy-Hadamard).
n—00

Para mostrar que, caso o limite exista, R = lim ‘

‘, usamos o critério de D'Alembert.
n—0o0

Gp4-1
Mais uma vez, estudaremos apenas o caso zgp = 0. Assim:

|Cbn+1 Zn+1| _ ‘z’ Ap41 . |Z|

lan, z™| an, an

An+41

. def ;. ~
Supondo que existe R = lim , entdo:
Ap+1
L = lim [0n 11 ZnJrl‘ = 2] — H
n—oo  |a, 2" lim | —an R’
An+1

Para se ter . < 1 — caso em que, pelo critério de D'Alembert a série de poténcias é absolutamente
convergente — entdo é necessario que |z| < R. Tomando L > 1 conclui-se que para |z| > R a
série n3o converge absolutamente.

Além disso, a série diverge sempre para |z| > R. Caso contrdrio, isto é, se convergisse para
certo Z, com |Z| > R, entdo pelo teorema de Abel convergiria absolutamente em qualquer z tal
que R < |z| < |Z|, o que contradiz a conclusdo do pardgrafo anterior!

Conclui-se que o raio de convergéncia da série > a,2" é R. Por mudanga de varidvel w =
z — zg, obtém-se o resultado para qualquer série de poténcias de z — zj.

Note-se que, em teoria, a férmula do Teorema de Cauchy-Hadamard é de aplicabilidade geral.
Pode, contudo, n3o ser ficil de utilizar na pratica; basta pensar em exemplos onde o conjunto dos
sublimites de {/|a,| é dificil de determinar.

Exemplos:
o0 .
. L. (z —21)" . . )
1. Considere-se a série E W Por ser uma série de poténcias de centro em 2i e
n(5i
n=0 )
coeficientes a,, = n(5+)" o seu disco de convergéncia sera

{zeC : |z-2i|< R}
em que R é dado por (porque o limite existe)

5(n+1
i 20D g
Ap+1 n n

Qn

R =lim ‘
n
ou seja, o disco de convergéncia é {z € C : |z — 2i| < 5}.
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CAPITULO 7. SERIES DE POTENCIAS

[e.9]
2. Considere-se a série E (in)"™z". Por ser uma série de poténcias de centro em 0 e coeficientes
n=1
a, = (in)", o seu disco de convergéncia serd

{zeC : |z| < R}
em que R é dado por (porque o limite existe)

1 1
S

 limy, Y lan| non

O disco de convergéncia desta série é {) e o sua regido de convergéncia é {0}.

[e.e]
3. Considere-se a série E n(—i)"(z +1)*" Mais uma vez, o seu disco de convergéncia sera

n=0
{z€eC : |z+1i| <R}

dado que o centro da série é —i. Visto que no desenvolvimento sé ocorrem poténcias de
expoente par, os coeficientes da série sdo dados por

o - n(—i)" para n par
" 0 para n impar

an/anﬂ‘ e lim1/%/|a,|. Entdo
n

e é facil de perceber que ndo existem lim
n

1 1
R = = == 1
limsup ¥/|a,|  sup{ im Un, 15110}
Conclui-se que a regido é {z € C : |z +1i| < 1}. Em alternativa, poderemos considerar
[ee]
w = —i(z +1)? e estudar a regido de convergéncia da série an". Dado que
n=0
lim || =1
n In+4+1

podemos concluir que esta série converge em {w € C : |w| < 1}, o que implicard que a
série inicial é convergente para todos os valores de z tais que

| —i(z+i)? <1 & |z4il<1.
7.2 Integracao e Derivacao de Séries de Poténcias
Recordamos que uma série de poténcias »_°  a,(z — zp)" com raio de convergéncia R é abso-

lutamente convergente em para |z — 29| < R, pelo que a série define uma fun¢do complexa de
varfavel complexa em D(zp, R).

Teorema: (Integragdo de uma série de poténcias)

ian(z —2p)"dz = ian (z —20)" dz (7.2)
/> /

n=0 v
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7.2. INTEGRACAO E DERIVACAO DE SERIES DE POTENCIAS

para qualquer curva regular, v, contida em D(zg, R), onde R é o raio de convergéncia da série de
poténcias.

Nota: (7.2) constitui uma férmula de integracdo termo a termo de uma série de poténcias (no
caso presente). 1.

Demonstracdo: Fazendo previamente (se zp # 0) a mudanca de varidvel w = z — z, basta
provar o resultado no caso zy = 0.

Seja p < R tal que a curva v estd contida em D(0, p). Note que p estd bem definido pois,
pelo teorema de Weierstrass aplicado a fungdo continua d(z,w) = |z — w|, com z em 7 e w em
|z — 29| = R o minimo de d existe e é maior que zero. Entdo:

N 00 N 00
Zan/z"dz—/Zanz"dz = /Zanz"dz—/Zanz"dz
n=0 v 7 n=0 7 n=0 Y n=0
= / i anz" dz
.

n=N-+1
o0 o
< / Z apz"| |dz| < / Z lanz"| | |dz]

7 In=N+1 7 \n=N+1

Para z na curva v C D(0, p), |z| < p, pelo que |anz"| = |an||z|" < |an|p"™ = |anp™|. Assim,
[e.e] o0 [e.e]
[ i)zt < [ (3 jawt)idel = (3 lau®l] [ 1a
7 \n=N+1 7 \n=N+1 n=N+1 N
=L(v)
o
< L(7) Z lanp"| — 0 quando n — oo
n=N+1

pois o tltimo termo é o resto de uma série de poténcias de p menor que o seu raio de convergéncia,

R. Entdo
N 00
A}gnoo Zan/z"dz—/ Zanz"dz =0.
n=>0 v 7 n=0
O

A férmula de integragdo termo a termo (7.2) de uma série de poténcias centrada em zy pode-se
escrever assim:

Lgan(w —20)" dw = i an /(w —2p)" dw = i n‘f: - <(b Ny P zo)"H),

n=0 v n=0

onde a e b representam os pontos inicial e final de -, respectivamente.

1Férmulas deste tipo sdo muito importantes nas aplicacdes. Note que a integracio termo a termo dos somatérios
(que tém um ndmero finito de termos) é obviamente valida, pois decorrem da linearidade do integral. Para séries,
contudo, é necessdrio estudar a convergéncia da série dos integrais para provar a validade de (7.2).
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CAPITULO 7. SERIES DE POTENCIAS

Tal como com a integracdo, também se prova que uma série de poténcias se pode derivar
termo a termo.

Teorema: (Derivagdo termo a termo de uma série de poténcias)
Seja

f(z):Zan(z—zo)" em |z—2z| <R
n=0

Entdo, para qualquer z no disco de convergéncia da série:
o
fl(z) = g nan(z — 29)" !
n=1

Demonstracao: Tal como no teorema anterior podemos, sem perda de generalidade, provar
apenas o resultado para as séries de poténcias de z. Assim, sejam

FO =3 o) = nanen?
n=0 n=1

e R o raio de convergéncia de ambas as séries (justifique que tém o mesmo raio de convergéncia).
Sejam z e z + h tais que |z| |z 4 h| sdo menores que um certo p € |0, R]. Entdo:

f(z+h) = J( RS SR SUIR « S
PN TRy - PGS

n=1

Em seguida, usaremos a proposicdo seguinte para estimar as diferengas (z+h)™ — 2", e cuja prova
adiamos até ao fim desta.

Proposicao: Para |z| e |z 4+ h| menores que p > 0en > 1:
(z4h)" — 2" =nz""'h 4+ h*R, (2, h),

onde Ri(z,h) =0¢e

-1
|R,(2z,h)| < wp"” paran > 2 (7.3)
Em consequéncia,
f(z+h) = f(2) - Lo a1 2 n—1
Y —g(z) = n§:1 an |7 (nz""'h + h*Ry (2, h)) — nz

= anh Ry(z,h) = anh Ry, (z, h),

=0sen=1
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7.2. INTEGRACAO E DERIVACAO DE SERIES DE POTENCIAS

pelo que:

f(z_{—hf)b_f(Z)—g(Z)

< (Y Jan] [Ra(z,h)]
n=2

< Wikﬂwpn_2 = M|h|] -0 quando h —0
n=2 ! 2

pois a série de poténcias de p acima obtida tem o mesmo raio de convergéncia que > a,z"
(exercicio). Logo, e sendo p < R, a série converge para um certo nimero real nio negativo, que
designamos de M. Assim

o TE W) = 1)

h—0 h —9(2) =0,

como se pretendia provar. O

Demonstracdo (da Proposicdo):

E Sbvio que Ry(z,h) = 0.

Para n > 2 provamos o resultado por inducdo. Comecando pelo caso n = 2, (z + h)? — 22 =
2zh + h?, pelo que R(z,h) é constante e igual a 1, o que claramente satisfaz (7.3).

Admitindo agora a validade de (7.3) para um certo n € N, e denotando abrevidamente R,,(z, h)
por R,:

(z4+ h)" Tt —2ntl = (z4h)"(2z+h) — 2" = (2" + n2""'h + h2R,) (2 + h) — 2" L

= 2"l Lnz"h 4 B22R, 4 2"h +nz" Yh2 + B3R, — 2L

= (n+1)2"h+h?[ 2R, +n2""" + hR,].

:Rn+1

Tendo em conta que |z|, |z + h| < p, e estimando |R,,+1]| a partir do majorante de |R,,| providen-
ciado pela hipétese de indugdo:

|Rni1l = |(z+Rh)Ry+nz""Y < |z4h[|Ry] +nlz["!
—— ——
<p <npn—1

(n—1n ,_ , n>—n+2n ,_ nn+1) ,_

SP 2)n2+npn1§ 5 pnlz 2)pn1‘

O

o0
Em consequéncia do teorema anterior, f(z) = g an(z — zp)" é primitivavel no seu disco de

n=0
convergéncia e as suas primitivas sdo dadas por

C—l—z C:ill(z—zo)”“, onde C € C.
n=0

n
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CAPITULO 7. SERIES DE POTENCIAS

Como a derivada de uma série de poténcias é uma série de poténcias com o mesmo raio
de convergéncia, se aplicarmos sucessivamente o teorema da derivacao termo a termo podemos
concluir que a fungdo definida por uma série de poténcias é indefinidamente diferencidvel. Podemos
entdo afirmar o seguinte.

Teorema: Seja f: A — C, definida em num aberto A C C uma fung¢3o tal que, para qualquer
29 € A, existe R > 0 tal que

f(z)= Zan(z —29)" para |z —z| < R.
n=0

Entdo f é holomorfa (ou analitica) em A.

Calculando sucessivamente as derivadas de
f(z) =apg+a1(z—20) +az(z—20)? +as(z—20)> + -+ an(z — 20)" + ans1(z — 20)" L+ - -
obtém-se

f(z) = a1 + 2a2(z — 20) + 3az(z — 20)2 + -+ nay(z — zo)”_l +(n+1)(z—2)"+---
f"(z) =2las +3-2a3(z — 20) + - +n(n — Van(z — 20)" 2 + (n + D)n(z — z0)" -

"

f(z)=38lag + -+ n(n—1)(n = 2)an(z = 20)" " + (n + Dn(n — Dant1(z — 20)" > + -+

F™M ) =nlan + (n+Dnn—1)--3-2anp1(z — 20) + -

A soma da série que representa a derivada de ordem n de f(z) em z = 2 reduz-se ao seu termo
constante, pois os restantes termos sdo poténcias de z — zg que se anulam quando z — z5 = 0.
Assim sendo:

f™(z) =nla, VneN. (7.4)

Iremos na préxima seccdo provar o reciproco do teorema anterior: que qualquer funcdo analitica
(ou holomorfa) em A C C é representdvel em série de poténcias numa vizinhanga de qualquer
ponto z € A. ?

Numa leitura atenta das duas provas desta seccdo, poderd verificar que elas procedem a partir
de estimativas de certas funcdes de z, vdlidas num disco. De facto, pode-se mostrar que a
velocidade de convergéncia de uma série de poténcias de z — zg num disco de raio p menor que o
seu raio de convergéncia pode ser controlada independentemente do valor de z. Esta observacdo
levou, historicamente, a introducdo do conceito de convergéncia uniforme de sucessdes de fungdes
e séries. No Apéndice 11.2 pode encontrar um breve resumo deste tépico.

2Na terminologia usual da andlise matematica, uma funcio f definida num conjunto aberto A diz-se analitica
(no sentido usual) se é representdvel em série de poténcias em torno de qualquer ponto £ € A. No contexto
da andlise complexa, a equivaléncia entre as no¢des de fungdo holomorfa e de fungdo localmente representavel em
série de poténcias justifica que o conceito usual de fungcao analitica é rigorosamente equivalente ao de funcao
holomorfa; ou seja, ambos definem o mesmo conjunto de fung¢des.
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7.3. SERIES DE TAYLOR

7.3 Séries de Taylor

7.3.1 Integrais de Cauchy

Seja f uma fungdo continua na circunferéncia C,, = {z € C : |z — 29| = p}. Um integral de
Cauchy é uma funcgao
1
I(z) = _j{ Jw) dw
271 Jj—zgl=p W — 2

definida para |z — 29| # p. Note que se |z — zg| = p entdo w — z anula-se precisamente no ponto
w = z € C,; assim sendo, para z € C,, o integral complexo deixa de estar bem definido.

Note que se f for analitica para |z — 29| < p e C,, for percorrida no sentido directo, entdo a
férmula integral de Cauchy €, simplesmente, dada por

f(z)=1(z), para qualquer z € D(zp,p).

Para obter uma representacdo em série de poténcias de I(z) vélida para |z — 29| < p, vamos
em primeiro lugar desenvolver a fun¢io ﬁ em série de poténcias de z — zg:

1 1 1 1
w—z w—zo — (2 — 20) w—zy 1-22
B 1 > (z — zo)" B > (z — zo)"
Cow—2z Z(w—z)”_z(w—z)”“' (7.5)
0 n=0 0 n=0 0
A série geométrica de razdo Z—22 é convergente pois |z — zp| < p e, como w estd em na curva

de integracdo, |w — zy| = p. Desta forma:

z— 20 :]z—zo\<1
w — 2 |lw — 2
Assim: -
1 (z —20)"
I(z) = — ETA) g
=5 ) 3 e

Atendendo a que a série geométrica pode ser integrada termo a termo em D(zp, p), entdo:

I(z)zZ{ﬁﬁp%dw]@—zo)n

Resulta assim que

N L f(w)
I(z) = an(z — 2z9)", com ay = — —
,;) ' T2 Szl (0 = 20)"

dw. (7.6)

7.3.2 Séries de Poténcias de Funcoes Analiticas e Féormulas Integrais de Cauchy

Seja agora f : D — C uma funcdo analiticaem D C Ce 2y € A e R > 0 tais que o disco
centrado em zy de raio p e a sua fronteira, C), estdo contidos em D. Se C, é percorrida no
sentido directo, entdo da férmula integral de Cauchy resulta que

f()=1(z) =) an(z = 2)", (7.7)
n=0
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CAPITULO 7. SERIES DE POTENCIAS

com a,, dado por (7.6). Desta forma, f(z) é uma fungdo representdvel em série de poténcias,
pelo que é analitica e as suas derivadas de qualquer ordem existem e s3o analiticas. Como vimos
m (7.4), derivando n vezes a série de poténcias (7.7), obtém-se:

f(")(zo)

F™(z0) = nlay, = n = —

, VneN (7.8)

A partir de (7.6) e (7.8) obtém-se a férmula integral de Cauchy generalizada para discos:

|
™) (z0) = nlay = 2 _Jw)
U (z9) = nlay omi b, (0 ) dw.

A versdo geral, que enuncidamos na Seccdo 5.5, da férmula integral de Cauchy generalizada —
para derivadas de qualquer ordem e curvas de Jordan arbitrdrias — é agora provada por aplicacdo
do teorema de Cauchy generalizado.

7.3.3 Teorema de Taylor

Vimos anteriormente que uma func3o representdvel por uma série de poténcias num disco centrado
em zy € holomorfa em zj.

Reciprocamente, vimos na sec¢do anterior que qualquer fun¢do holomorfa em z; é representavel
pela série de poténcias dada pela equagdo (7.7), com a,, = % Isto prova o resultado que se
segue. '

Teorema de Taylor:
Seja f uma fungdo analitica num conjunto aberto D C C. Se zyp € D, entdo f admite o
desenvolvimento em série de poténcias de z — zy dado por

> r(n)(,
flz)= Zfi(o)(z — zp)" quando |z — zp| < R

|
n:
n=0

R é o supremo dos ndmeros reais positivos, p, para o quais o disco D(zg, p) estd contido no
dominio de analiticidade de f, isto é, R é a distancia de zy a fronteira de D.

Nota: conclui-se dos teoremas anteriores que afirmar que uma fungdo f é analitica (ou
holomorfa) num ponto zy € C é equivalente a afirmar que f(z) admite uma representacdo em
série de poténcias de z — 2y valida numa vizinhanca de zg.

A série -
Z f(n)(zo)

" (z — 2z)"

n=0
denomina.se série de Taylor de f em torno de zj.
No caso particular zg = 0 a série

o SM0) ,
Z:O n! :

denomina-se série de Maclaurin de f.
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7.3. SERIES DE TAYLOR

Por ser uma série de poténcias, ela é absolutamemente convergente em D(zp,7) para todos
0 <7 < R e pode ser integrada e derivada termo a termo. Isto é, se z € D(z, R),

0 r(n)(,
f,(Z) _ Z / ( 0). (Z_zo)n—l

onde v é uma curva seccionalmente regular contida em D(zp, R) e a, z sdo o extremo inicial e
final (resp.) de 7. Em consequéncia, as primitivas da série de Taylor de f(z) em torno de zy sdo

> f(n)
¢+ Z fn (Z_O) (2 — Zo)nﬂ,
n=0 ’

onde C' € C é uma constante arbitraria.

Exemplos de Séries de Maclaurin:

e f(z) = ¢*. Dado que para qualquer n € N se tem f(")(z) = €2, os coeficientes da série de
Maclaurin da fun¢do exponencial s3o

Como o dominio de analiticidade de e¢* é C temos entdo que
o Zn
p— -
e’ = Z 1 VzeC
n=0

e Para qualquer z € C

iz —iz 1 X _n:n 1—(=1)" 1 oo nin oo 1) 2n+1
senz= oS — _ 2t — ( )):TZ’ZI:ZL
2i 2i n! i n! (2n +1)!
n=0 y}:(] n=0
n impar

e De igual modo se obtem, que para qualquer z € C

e Para |z| <1
1 d 1 d 3, ~=dy/, N a1
(1—2)2_51—27_@;2 _TLZ:OE(Z)_;“Z
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CAPITULO 7. SERIES DE POTENCIAS

e Considerando o valor principal do logaritmo
n+1

—/T;)z”dz:—%/z”dz:—%;+l+0

este desenvolvimento serd vélido no maior circulo centrado em 0 onde a fungdo (valor
principal) log(1—z) é analitica. Como o seu dominio de analiticidade é C\{z € R : = > 1}
o dominio de convergéncia da série é |z| < 1. Atendendo a que o valor principal de log1 é
0, tem-se que

log(1—2)=—

S szrl
log(1 — = C=0.
Og( Z) 2z=0 Z n+1 z=0 <
n=0
Desta forma: -
szrl
log(l—z):—zn+1 .zl <1
n=0

e Pretende-se desenvolver a fun¢do definida em C\ {—i} por

f(z) = sen(rwiz) + o

em série de Taylor em torno de zy = i. Para isso, note-se que

sen(wiz) = sen(rwi(z —i+1)) =sen(rwi(z —1) — m)

= sen(wi(z — 1)) cos(—m)

n 2n+1 2n+1

- _ \2n+1
Z 2n+1 (z—1)

o 2+l
S o G EE
= (2n +1)!

sendo a igualdade vélida em C. Por outro lado

1 1

i (-1 42 21(1+2> 21_
1 =

: " z—1 . . i~
sendo a igualdade vélida em ‘2—‘ < 1, ou seja, em |z —i| < 2. Por dltimo
1

z=(z—1)+i
obviamente para todo o z € C. Entdo, para todo o z € D(i,2)
o mintl N\ 2n+1 1 (=" an
fz) = _InZ:om(z_l) +((Z—1)+1)212) (20)n (z—1i)

00
7T2n+1

o . 2n+1 n+1
= 1 Z (2’1’L + 1) + Z n+1 )
n=0

o =D
+IZ((21T)+1(Z_1)

n=0
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7.3. SERIES DE TAYLOR

7.3.4 Zeros de uma Funcao Analitica

Seja f uma fungdo analitica em D C C aberto. Diz-se que zy € D é um zero de ordem p sse

flz0) = f'(z0) =+ = fPD(20) =0 e fP(x0) #0
Como consequéncia do Teorema de Taylor, podemos afirmar que:

zp € um zero de ordem p € N

=
f(z) = ap(z—20)P + app1(z — 20)PT + -
= (z—20)" (ap + apr1(z — 20)PTH + ) para |z — 29| <,

e onde a, = I%f(p)(zo) # 0. Sendo assim, zg é um zero de ordem p de [ se e sé se f admite uma
factorizacdo da forma

f(z) = (z = 20)Pg(2)

num disco |z — zp| < ¢, onde g é uma fungdo analitica em zg e g(zp) # 0.
Exemplos:
e A fungdo f(2) = 23 — 322 + 32 — 1 tem um zero de ordem 3 em z, = 1. De facto

P32 432-1=(2-13%(2) , glr)=1

e A funcdo e* — 1 tem um zero de ordem 1 em 2y = 0. De facto

2 3
z V4 z
e zg9(z) , g(2) +2+ i + 1 +

e A funcdo e — 1 tem um zero de ordem 1 em zy = 2kwi, para qualquer k € Z. De facto,
usando a periodicidade da exponencial complexa:

e —1=e" 2 _ 1 = (2 — 2kmi)g(2)

com

z—2kmi (2 —2kmi)? (2 —2kmi)3
g(z) =1+ 5 3l + 1 +
e A fungdo (e — 1) tem um zero de ordem 2 em zy = 0. De facto
2 3 2
212 _ L2 _ ELELE
(e —1)° =2%¢g(2) , g(z)—(1—|—2+3!+4!+ >

Note que g é analitica em C. (Porqué?)
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Capitulo 8

Séries de Laurent

8.1 Definicao e Dominio de Convergéncia de uma Série de Laurent

Sendo zy € C, a série

(o]
a_9 a_q
Y an(z—2)" = o+ CETNE T a +ag+a1(z — 20) + az(z — 20)* + -
n=—oo
o0 a o
—n
- Y+ Sl @1
n=1 (Z o Zo)n n=0
parte principal parte regular

diz-se uma série de Laurent em torno do ponto zy. Na expressdo anterior, a série

[e.e]
G _ G001 a-2 T I
Z(Z—Zo)”_«2‘—«2‘0%_(27—20)2+ +(Z—Zo)"+

designa-se por parte principal (ou singular) do desenvolvimento (8.1), enquanto a série de poténcias
se designa por parte regular de (8.1). A parte regular é, como sabemos, uma fun¢do analitica.

Estudemos agora a forma do dominio de convergéncia de uma série de Laurent (8.1).

Parte regular: trata-se uma série de poténcias, logo convergente se |z — zy| < R, onde R
é o raio de convergéncia da série.

1
Z2—20

Parte principal: fazendo a mudanca de varidvel, w = , vemos que se trata da série de

[e e}
oténcias a_nw"; se o raio de convergéncia desta for p, ela converge se
n
n=1

1 1

lw| = <p & |z — 20| >7, comr=—.
p

|z — 20|

Assim a série de Laurent converge se r < |z — 29| < R. Admitindo que existe pelo menos um
ponto, z, onde a série converge, entdo r < R. A regido do plano complexo dada por
A(zo,m,R) = {2 € C:r < |z— 2| < R},

com 0 <7 < R < oo, designa-se por coroa circular ou regido anular centrada em zy, com raio
interior r e raio exterior R. Vimos pois que o dominio de convergéncia de uma série de
Laurent tem a forma de uma coroa circular.
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CAPITULO 8. SERIES DE LAURENT

8.2 Teorema de Laurent

8.2.1 Série de Laurent de um Integral de Cauchy
Recordamos que um integral de Cauchy é uma funcao

o fw)

27 Jo, w—z

I(z) =

definida para |z — 29| # p, onde f é (pelo menos) uma fungdo continua sobre a circunferéncia
C,={2€C:|z—2z|=p}

Na subsecgdo 7.3.1 obtivémos um desenvolvimento em série de poténcias de I(z) vélido no
interior da circunferéncia C), (expressdo (7.5)). Pretendemos agora obter um desenvolvimento em
série de I(z) valido no exterior de C),. Ora

i~ k

I 1 B -1 - Z(w—ZO)
w—z w—2z0— (2 — 2) (Z_ZO)(l_z;%Zzg) k:o(z—zo)kﬂ’

. w — 20
onde tivemos em conta que |z — zy| > p pelo que ‘ ‘ < 1.
Z— 20
Assim, fazendo n = k + 1 e integrando a série (de poténcias de w = Z_lzo) termo a termo:
1 ad (w — Zo)k n 1
I(z) = —— w ——dw = - dw
(2) 2mi Je, fw) Z (2 — 2z)kt1 27 j{ Z (z — 20)"
k=0 n=1
_ f(w) —n
- z:: { 2ri j{ (w — zp)~t1 dw} (z = 20)
Resulta assim que I(z) admite a representacdo em série de Laurent
o
_ 1 f(w)
— a_n(z—20)"", com a_y — dw, 8.2
Z a ) Qm w— 20| =p (w — ZO)—n+1 (8.2)

valida em |z — zo| > p.

8.2.2 O Teorema de Laurent

Teorema de Laurent:
Se f é analitica na coroa circular A(zp, 7, R) = {z € C : r < |z — 29| < R}, entdo f pode
ser desenvolvida em série de Laurent em torno de z

o0

f(z) = Z an(z — 20)"

n=—oo

1 f(2)
an—Q—mﬁde

e v é uma curva de Jordan seccionalmente regular contida em A(zg,r, R), percorrida uma vez no
sentido positivo, e tal que zy €int~y.

onde, para todo n € Z,

94



8.2. TEOREMA DE LAURENT

No teorema de Laurent, podemos tomar os raios interior,  (resp. exterior, R) da regido anular
A(z0,7, R) como sendo o infimo de todos os o € R (resp., o supremo de todos os p € RTU{oo})
para os quais f é analitica em A(zp,0,p). Em particular, podemos ter r =0 e R = oc.

Demonstracao:

Escolha-se z € A(zp,r, R) arbitrdrio, e sejam ry, ro nimeros reais positivos para os quais
r <ry < |z—z| < ry < R. Considerem-se ainda 1 e 2 as circunferéncias de centro em z; e
de raios respectivamente r e ro, percorridas em sentido directo. Sendo [ um segmento de recta
unindo 71 a 79, defina-se

C=v+Il+(—m)+ (=)

Aplicando a férmula integral de Cauchy, tem-se que

SR OF (WS R O (VI W g P
2mi Jow — 2z 2m Jy, w—z 2m J,, w—z

I2(z) I (2)

Vimos assim que f(z) é igual a diferenca de dois integrais de Cauchy: I5(z) calculado para z no
interior de 9 — que, como vimos na subseccdo 7.3.1, pode ser desenvolvido em série de poténcias
— e I;(z) calculado para z no exterior de y; — que, como vimos na secgdo anterior, pode ser
desenvolvido em série de Laurent.

Utilizando a representacgdo de I5(z) em série de poténcias (7.6) e de I1(z) em série de Laurent
(8.2), entdo !

[e.e] o0
z) = Z an(z —20)" + Za_n(z —z0) ",
n=0 n=1

1 f(w) 1 fw)
n =5 7{2 (w — zp)"H! dw = 2mi ﬁ (w — zo)"H1 d

onde

1
= — dw.
= omi 7{1 — 20) ”+1 2mi — 20) "+1

Note que, pelo teorema de Cauchy generalizado, as circunferéncias 1 e 2 foram substituidas por
qualquer curva de Jordan, v C A(zp,r, R), percorrida no sentido positivo e contendo zy no seu
interior. O

Exemplos de Séries de Laurent:

1. Para z € A(0,0,00) (ou seja |z| > 0)

1 i(—l)” L] 1 1

COS — = =
z
n=0

(2n)1z2n 222 4lzt T 6l6

!Note que I2(z) corresponde a parte regular da série de Laurent de f(z) em A(zo,r, R), enquanto I1(z)
corresponde a parte principal da mesma série.
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CAPITULO 8. SERIES DE LAURENT

2. Para z € A(0,1,00) (isto é para |z| > 1)

e () = () -G g ge)

Note-se que o desenvolvimento em série é convergente, pois |z| > 1 implica que |1/z| < 1.

3. Sendo f(z) = —=%—5=, vamos determinar todos os possiveis desenvolvimentos em série
(z—1)(z+21)

de f em torno de zy = i. Dado que f ¢ analitica em C\ {i, 2i} e zp = i iremos ter dois

desenvolvimentos; em A(i,0,1) e em A(i, 1,00). Observe-se que, como f ndo ¢ analitica

em i, nenhum dos desenvolvimentos serd uma série de Taylor.

Para z € A(i,0,1), tem-se:

z z 1 z—14+1 1

1) = CohGTm  r=1 i@ soi roitioa

i)( 1 Cl4iE-pt

z—i)—i i 11—z

= (1+ =
z—1i
Dado que estamos a efectuar o desenvolvimento na regido z € A(i,0, 1) tem-se que |z —i| <

representa a soma da série geométrica de razdo *—, e assim

1 e como tal .
_ z—i
1

14+i(z=1)"TA /2—-iver X (z2—-1)" A (z—in1
f(z) = +<i ) > () =Z%+Z%

n=0 n=0 n=0

Para z € A(i, 1,00) também é valido que:

1) 1+i(z—1)71 1
z) = : .
i 1 (=1
1
No entanto, para z € A(i,1,00) tem-se que |z —i| > 1 e ao contrario do caso anterior
1 ~ . [ oz .
e nao representa a soma da série geométrica de razdo %—. Porém, tem-se que

{ | < 1; para tirar partido desse facto, factorizamos a fungcdo como se segue:

f = e L1

1

Desta forma, para z € A(i, 1,00), a fungdo 1_1; representa a soma da série geométrica de

z—i

razao Z— Assim,

L+iz =)' -1 X/ i \n < n S
flz) = (i ) '(z—i)'z<z—i) :_Z(Z_i)nH_Z(Z_i)mrz’

i n=0 n=0 n=0

sendo que este desenvolvimento é valido para || < 1, ou seja, |z —i| > 1.
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Capitulo 9

Singularidades, Residuos e Teorema dos Residuos

9.1 Singularidades

Seja f uma funcdo complexa, com dominio de analiticidade A C C. Diz-se que f tem uma
singularidade em zy € C, se zg ¢ A (f ndo é analitica em zp) e para todo € > 0 verifica-se que
D(zp,e) N A # () (existem pontos numa vizinhanga de zy onde f é analitica).

A singularidade zq diz-se isolada se existe € > 0 para o qual f é analitica em
A(z0,0,¢) = D(20,€) \{z0} ={2€C : 0 < |z — 2| <€}

Isto significa que f é uma singularidade isolada se e sé se f é analitica em todos os pontos de
uma vizinhanca de zp com excepcao de zy. A partir daqui, trataremos apenas deste tipo de
singularidades.

Exemplo:

1. A fungdo f(z) =1 ¢ analitica em C\ {0}, pelo que 0 é uma singularidade isolada de f.
2. A fungdo f(z) = = é analitica em C\ {2k7i : k € Z}. Assim as singularidades de

e*—1
f sdo todos os complexos da forma 2kwi com k € Z. Atendendo a que para cada k € Z
existe € > 0 tal que f é analfica na regido 0 < |z — 2kmi| < € (basta tomar para e qualquer

ndmero real positivo menor que 27) todas as singularidades s3o isoladas.

3. A fungdo f(z) = logz (valor principal) é analitica em C\ {z € R : 2z < 0}. Assim
as singularidades de f s3o todos os nimeros reais ndo positivos. E Sbvio que todas as
singularidades de f n3o s3o isoladas, pois qualquer vizinhn¢a de qualquer nimero real ndo
positivo contém outros niimeros n3o positivos.

9.2 Classificacao das Singularidades Isoladas

Se zp é uma singularidade isolada de f, o Teorema de Laurent garante que f admite desenvolvi-

mento em série de Laurent centrada em 2z
a_9 a_1 2
z)=-+ + +a,+a1(z — 20) +az(z —20)" +--- 9.1
f(2) ) T2oa 1(z = 20) + az(z — 20) (9.1)
vélido sempre que 0 < |z — zp| < €.
Com base na parte principal desta série, podemos classificar as singularidades isoladas.
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e 2y diz-se removivel se a série (9.1) tem parte principal nula, ou seja, se:

a_, =0 , Vn € N.

Exemplo;

A fungdo f(z) = *2* tem uma singularidade isolada em z = 0. Desenvolvendo em série de
Laurent em torno de zy = 0, obtém-se

sen z z z z
o2l oDa | varo (9-2)

E ent3o ébvio que a parte principal da série é nula e como tal 0 é uma singularidade removivel
de f. Note-se que a série que representa a fungdo 2= é uma fung3o inteira (porqué?).
Usando esse facto, podemos entdo prolongar por analiticidade sen z/z a zero da seguinte

forma
2 ose 2#0
F(z) =
1 se z=20
emqueovalorF(O):1—3—2,+Z5—T—Z7—?+-.. =1.
. 1 1 0

(9.1), reduz-se a série de poténcias de z — zp:
f(2) = ao+ay(z — 20) + ag(z — 29)* + - - para 0 < |z — z| <e.

A funcio

F(2) =a,+a1(z — 2) +as(z — 2)* + - -- :{ f(z) se z# 2

ag se 2 = 2o

diz-se a extensdo analitica de f a zg, e entdo lim,_,,, f(z) existe (é igual a ap). Podemos
entdo enunciar o seguinte resultado:

Proposicao (Critério para classificagdo de uma sing. removivel)

zp é singularidade removivel de f sse lim f(z) existe (em C).
Z— 20

Demonstracao:

Pelo que vimos acima, se zp é uma singularidade removivel entdo o lim, ., f(2) existe.
Reciprocamente, se existe o lim,_,,, f(z) entdo f(z) é limitada numa vizinhanga de 29, D;
ou seja, existe M > 0 tal que |[f(2)| < M para z € D. Seja 6 > 0 suficientemente pequeno
para que a regido anular 0 < |z — 2| < r esteja contida em D e no dominio de analiticidade
de f. Tomandon >1e 0 < § < r, e utilizando o teorema de Laurent, os coeficientes da

série (9.1) valida em 0 < |z — 2| < r sdo dados por:

a —L ¢2—1 2z — 20)" L dz
= Y{Z_zda( d )z — 20" d.

27 z — ZQ)_n+1 N 27 |z—2z0|=6
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Desta forma:

1 _ Mot
ol < o fGlle =l s < 5 — ¢ Jas
27 |z—z0|=0 2T |z—z0|=0
M 12ms
= 20 0 Mt 0 quando 6 — 0
2w
Assim a_,, = 0 para n > 1, pelo que zy é uma singularidade removivel de f(z2). O

Exemplo:

A fungdo f(z) = —=— tem singularidades nos pontos km, k € Z. Dado que

sen z

z 1
1. :1. :1. :1
zl—%f(z) Z%Z_g_?+§_?_... z%1_§+§_‘!‘_

a singularidade 0 é removivel. Por outro lado, para k # 0

lim
z—km Sen z

=00 ¢ C

pelo que as singularidades k7, k € Z \ {0} ndo sdo removiveis.

29 € um pdlo de ordem p € N, se a série de Laurent (9.1) é da forma

Flo)= —22 4. 0

2
o= )7 Z_ZO—i—ao—|—a1(z—zo)+a2(z—zo) +---

em que a_, # 0. Neste caso, a_, = 0 para todo n > p, pelo que a parte principal da
série de Laurent tem apenas um ndmero finito de termos n3o nulos. Se p = 1 o pdlo diz-se
simples.

Exemplo:

A fungdo f(z) = *%* tem uma singularidade isolada em z = 0. Desenvolvendo em série de
laurent em torno de zy = 0, obtém-se

; 11 3
R L L2 P V240 (9.3)

24 23 3lz 51 7

E ent3o ébvio que a parte principal da série tem apenas dois termos n3o nulos, pelo que 0
é um polo, e dado que a poténcia de menor expoente da série é 273, a sua ordem é 3.

Podemos entdo enunciar o seguinte resultado:
Proposicao (Critério para classificagdo de uma sing. tipo polo)
2o € pdlo de ordem p de f sse lim (z — zy)? f(z) existe (em C) e ndo é zero.
Z— 20
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Demonstracao:

Pela forma da série de Laurent, é facil de concluir que se zy é um pdlo de ordem p, entdo

F(z) = (z=20) f(2) = ap+appi(z = 20) + -+ apyn(z = 20)" + -+

para 0 < |z — zg| < €. Assim sendo, F'(z) é uma fungdo analitica em 2z e F'(zp) = a_p, # 0,
donde se conclui que lim,_,.,(z — z0)P f(2) = F(z0) # 0.

Reciprocamente, se o limite anterior existe e é ndo nulo entdo F(z) = (z — 2z9)P f(z) tem
uma singularidade removivel em 2, pelo que o seu desenvolvimento em série de Laurent em
torno de zg é da forma:

(z— 20)P f(2) = F(2) = bo + bi(z — 20) + ba(z — 20)* + -+ .

Note que by = lim,_,.,(z — 20)P f(z) # 0. Assim,

. bo bl 2
FO) = (s + o byt i = 0) F Bprale = 20 o
onde by # 0, donde segue que zy é um pdlo de ordem p de f(z). O
Exemplo:
A fun¢do f(z) = 1= tem singularidades nos pontos 2km, k € Z. Atendendo a que

o numerador se anula em 0 e n3o se anula em 2kmw, para k # 0 vamos estudar estas
singularidades separadamente. Assim, para classificar a singularidade 0, note-se que

z z z 1
f(z) = “1)yng2n . L2 1 6 = = —G(2),
= N (R T Py I
em que G(z) = ——>—— ¢ analitica numa vizinhanga de 0 e G(0) = 2 # 0. Conclui-
T tert

se que 0 é um polo simples. Para 2km, k # 0, note-se em primeiro lugar que classificar a
singularidade 2k7 de f(z) é equivalente a classificar a singularidade 0 de f(z+2km). Assim,
e mais uma vez utilizando a série de MaclLaurin de cos z,

z+ 2km z+ 2km 1
J(z 4 2kr) 1—cos(z+2kr) 1—cosz 22 (2)
em que H(z) = —Z2¥T_ & analitica numa vizinhanga de 0 e H(0) = 4k7 # 0. Conclui-
2ottt
mos que 0 é um polo de ordem 2 de f(z + 2km) pelo que 2k7, k # 0 é um polo de ordem
2 de f(2).

e 7z diz-se uma singularidade essencial de f, se a parte principal do seu desenvolvimento
em série de Laurent em torno de zy, valido em A(z,0,¢€), tem uma infinidade de termos
n3o nulos.

Exemplo:
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A funcio f(z) = z%¢!/# tem uma singularidade isolada em 0. Note-se que lim,_,o f(z) no
existe dado que a exponencial complexa é periddica e ndo é limitada. Assim, suspeita-se
que a singularidade é essencial. De facto, fazendo o desenvolvimento em série de Laurent
de f em torno de 0

flz)=2"+22+

z 1 1
244 94
+ =+ L + (9.4)

z 3! 5122 +

é facil de verificar que a parte singular da série (termos a vermelho) tem uma infinidade de
termos, pelo que se confirma que 0 é uma singularidade essencial.

9.3 Residuos

Se zp é uma singularidade isolada de f, define-se Residuo de f em zj, Res(f, zp), como sendo o
coeficiente a_; do desenvolvimento em série de Laurent (com centro em zp) vélida em A(z, 0, 7).

Exemplo:
Sendo

1. f(z) = *3%, por (9.2), Res(f,0) = 0.
2. f(z) = %=, por (9.3), Res(f,0) = —5;.

-4

1
3. f(z) = 2%e/*, por (9.4), Res(f,0) = %.

Proposicao: (cilculo de residuos em singularidades ndo essenciais)

e se zp é uma singularidade removivel, entdo é ébvio que

Res(f, 2) = 0
e se zp é um pdlo de ordem p, entdo:
L »
Reb(f? ZO) - (p . 1)' ZLH?}() deil (Z - ZO) f(Z)

Demonstracao:

Por hipdtese

% . 4-2 a-1 _
JO= g Pt e T T Tl

sendo a série de Laurent uniformemente convergente numa regido 0 < |z — zp| < r. Assim:
(z=20)Pf(2) = ap+---+aa(z—20)" " +a_1(z—20)" " +ao(z—20)" +a1(z — 2" +--- .
Derivando p — 1 vezes (note que %(2 — 20)" = 0 para k < p — 1) resulta que:

p—1
e —20rr)] = a1+ aolpp—1)-8-2) (=~ =)

+ar((p+1)p--4-3) (2 —20)° + -
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Tomando o limite quando z — zy obtém-se:

ar—1
. _ p — _ '
Jim [ (2= 20)°f(2)] = (P = Dlas

O

Exemplo:

Sendo

e f(z) = 5=, vimos anteriormente que 0 é uma singularidade removivel pelo que Res(f,0) =

0.
e f(z) = =% vimos que 0 é um polo simples, pelo que

Res(f,0) = lii%zf(z) =G(0) =2

e para k # 0, 2k s3o polos de ordem 2, pelo que

Res(f,2km) = lim ((z - 2k:7r)2f(z))/ =2

z—2km

O seguinte resultado é um caso particular do célculo de o residuo num polo simples,

Proposicao:

Se f(z) = Zg% com ¢(z) e 1(z) analiticas em zg, ¢(z0) # 0, ¥(z0) = 0 e ¥/'(20) # 0 entdo
zp € um podlo simples de f e
¢(20)

¥ (20)

Res(f, z0) =

Demonstracao:

Como ¢(z) e 1(z) sdo analiticas em zg, existem as séries de Taylor daquelas fung¢des validas
numa vizinhanga de zy. Assim sendo, e atendendo a que ¥ (zp) = 0
o(2) _ d(z0) +ar(z—2z9) + -+ _ 1 ¢(z0) +a1(z—20) + -
(z)  (20)(z —20) +ba(z — 20)2+ -+ z—20 YV (20) +b2(z—20)+ -

pelo que

6 ele)
B0 T Wi T

O
Se aplicarmos este resultado a fungdo do exemplo anterior, f(z) = o célculo do residuo

é bastante mais facil.

_z
1—cosz’

De forma idéntica se pode provar a seguinte versdo da regra de Cauchy, que pode ser util na
classificacdo das singularidades ndo essenciais e calculo dos respectivos residuos.

Teorema: (Caso particular da regra de Cauchy)
Se f(z) = Zgz) com ¢(z) e 1(z) analiticas em zq e tais que ¢(z0) = 1(20) =0 e ¥'(29) # 0

entao:
e 9 _ d()
=20 P(2)  Y(20)

—

102



9.4. TEOREMA DOS RESIDUOS

9.4 Teorema dos Residuos

Por aplicacdo directa do teorema de Cauchy generalizado e do teorema de Larent obtém-se o
resultado seguinte, que se revela muito importante do ponto de vista das aplica¢des.

Teorema dos Residuos

Seja D C C aberto e simplesmente conexo, e considere-se
i) f uma fungdo analitica num aberto D \ {z1,..., 2t };
ii) v uma curva de Jordan em D percorrida em sentido directo e tal que z1,...,zx €int~.

Ent3o

k
%f(z) dz = 2mi E Res(f, z;)
.

j=1

Exemplos:

(a) Pretendemos determinar o valor do integral

jé 2246
L
lo—i|=2 2° T4

onde a curva é percorrida uma vez em sentido positivo. Sendo

22+ 6 22+ 6
&)= i = Groe =

é Sbvio que f é analitica em C\ {—2i, 2i}. Dado que

|—2i—i=3>2 , |2i-i=1<2,

temos que —2i estd no exterior da curva enquanto 2i estd no seu interior. Aplicando o teorema
dos residuos:

2
?é Z+6dz:27TiRes(f,21).
\

il 22+ 4
Como 4i4+6 2i+3
1+ 1
li —2i = =
Iz =21z = =5 2i
concluimos que 2i é um pdlo simples e Res (f,2i) = % Desta forma:
2246
dz =m(2i+3).
jgzi|:2 22 +4

(b) Pretendemos determinar o valor do integral

3
ez dz
|z|=1
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onde a curva é percorrida uma vez em sentido positivo. A fun¢do f(z) = ¢> & analitica em
C\ {0}. A singularidade n3o é tipo pdlo nem removivel. Podemos escrever a série de Laurent de
f em torno de zg = 0 para verificarmos que a singularidade é essencial e determinar o respectivo
residuo. Se 0 < |z| < oo, entdo

S NN B T O
N n z 222 623

pelo que se confirma que 0 é singularidade essencial e que Res (f,0) = 3. Assim sendo:

7{ e% dz = 671 .
|z|=1

(c) Pretendemos determinar o valor do integral

jé z—1
—dz
|2|=2 zsen(mz)

onde a curva é percorrida uma vez em sentido inverso. Denominando

z—1

zsen(rz) ’

f(z) =

é facil de verificar que as singularidades de f sdo os inteiros, k € Z. No entanto s6 as singularidades
0, £1 pertencem a regido interior a curva, pelo que, aplicando o Teorema dos Residuos (tendo
atencdo a orientagdo da curva), se tem que

jé 2o b dz = —27ri(Res (f,0) + Res (f,1) + Res (f, —1))
|

2=3 % sen(7z)

Atendendo a que

o]
‘ B (_1)n7r2n+1 gl (71.2)3 (71.2)5 - 7.1.322 7T5Z4
sen(wz)— EOWZ’ = —T T—---_z(ﬂ-_ 3' _|_ 5| _>
n—=

e a que, para qualquer k € Z, se tem
sen (7?(2 + k:)) = +sen(7z),
podemos concluir que, para qualquer k € Z
sen(mz) = (z — k)gi(2)

em que, para cada k, a fun¢do g é analitica no ponto k e gx (k) # 0. Isto significa que os nimeros
inteiros, k, sdo todos zeros de primeira ordem da fungdo sen(7z). Assim:

e k=0 é um pdlo de segunda ordem, visto que

-1 1 1
liszf(z):limZ(Zi):——lim =
20 20 sen(7z) 7 2—0 sen(mz) T
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Como consequéncia

Res (f,0) = lim (sz(z)>

z—0

— lim z(z—1) /
N i—>0 <sen(7rz)>

(2z — 1)sen(mwz) — z(z — 1)w cos(mz)

20 sen?(7z)

(Aconselha-se o uso da série de Maclaurin de sen(7z) para o célculo do limite acima indi-
cado).

e k =1 é uma singularidade removivel, visto que

. . z—1 . w 1. Tw 1
lim f(z) = lim ———— = lim =—lim ——=——
z—1 z—1zsen(mz)  w—0 (w+ 1)sen(mw + ) T w—0 sen(mw) ™

Como consequéncia Res (f,1) = 0.

e k= —1¢é um pdlo simples, visto que
(z—1 1 2
lm (24 1)f(z) = fim GFVEZD o 2Rl o, w2
zo—1 z——1  zsen(rz) z——1sen(7z) w—0 sen(mTw — ) ™
Como consequéncia Res (f,1) = —%.
Finalmente

-1 3 2
7{ Zidz:—27ri<—+0——> _—
2= zsen(mz) s T
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Capitulo 10

Aplicacoes do Teorema dos Residuos ao Calculo
de Integrais Reais

10.1 Integrais Trigonométricos

Pretende-se calcular o integral

2
I= F(cosf,sen®)do
0

onde F'(u,v) é uma funcdo real dependendo das duas varidveis reais v e v 1. Como consequéncia
da férmula de Euler

) ¢l 1 o—if ) (i _ it
cos=——— e senf = _

2 27
Temos entdo que, fazendo z = ¢ (o que implica que [z] = 1 e % = iz), o integral pode ser

escrito na forma
1 —1

F(er;’ ’272,2_ )
1= L Zdz = d
7421 ' ’ 7|{|1 Je)d

1z

<z+z_1 z—z

-1
BT > Por aplicacdo do teorema dos residuos:
i

k
I= 27TiZRes (f, %)

Jj=0

sendo z;, j = 0, ..., k, as singularidades de I interiores ao circulo unitdrio.

Exemplo:
Vamos calcular o integral

def /27r do
1= —_—
o 2+sen?6

'Este método serve também para qualquer integral do mesmo tipo num intervalo de comprimento 27, por
exemplo, [T F(cos0,send)do.
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Considerando a parametrizagdo z = ¢, com 6 € [0,2n] (da circunferéncia |z| = 1, percorrida

uma vez no sentido directo), o integral pretendido pode ser escrito como:

1 d

R S R Y

|Z|:12+(Z_Z71> iz loj=1 2% — 102% +1
2i

A funcio
z

TG = 011
¢ analitica em C\{\/5 +2\/—,—\/5+2\/6, \/5 - 2\/—,—\/5 - 2\/6} sendo claro que:

‘\/5+2\/6‘ >1 e ‘\/5—2\/6' <1

Assim sendo, utilizando o teorema dos residuos:

[=4i-2ni <Res<f, 5—2\/6) +Res<f,—\/5—2\/6)> .

Sendo zy uma qualquer singularidade de f entdo zg é pdlo simples, pelo que:

Res (/. 20) : : !
€S ,20) = = —0 = —
4 (24 —1022 + 1) I e
Assim:
1 1
Res(f, 5—2\/6>: —_— -
422 =20 |_ s os  8V6
e
1 1
Res(f,—\/5—2\/6) = ——— =——.
422 - 20 |,__ s ove 8v/6

Resulta entdo que:
/2” do . < 2 ) 27 2
—_— — —O7T _—— = —— =TT —
0o 2+sen2f 86 V6 3

10.2 Integrais Improprios de 1? espécie de Funcoes Racionais

Pretende-se calcular o integral impréprio
>~ p R p
I:/ ﬁda@: lim/ (x)d:v
oo Q) koo J_p Q(z)

(C1) P e @ sdo polinémios reais;

em que

(C2) Q(z) # 0 para todo z € R;
(C3) Grau(Q)—Grau(P) > 2.
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Observe-se que a condigdo (C2) faz com que a fungdo P(x)/Q(z) seja limitada em R e a condi¢do
(C3) faz com que o integral impréprio seja convergente.

Considera-se a fungdo complexa auxiliar F'(z) = P(z)/Q(z), e para R suficientemente grande
a curva I'p como sendo a fronteira do semi-circulo centrado na origem e de raio R definido no
semiplano {z :Imz > 0}. Por aplicagdo do Teorema dos residuos

k
- ggj; dz = QWiZRes (g,zj) *f

sendo z;, j =0, ...,k os zeros de () com parte imagindria positiva. Por outro lado

ITr=IrUSr={z=xz:2€]-R,R}U{z=Re? : 0c[0,7]}

P(z) s P(z) L R p(x) . P(z) s
el ek ‘/R ) *LR o "

Ent3o

Fazendo R — oo,

a=171+ lim P(z) dz
R—o0 Jg, Q(2)

Dado que existe M € R™ tal que para |z| = R suficientemente grande

M
|Z|k L’

Ce

onde k e [ sdo os graus de QQ(z) e P(z), respectivamente. Assim sendo, para R suficientemente

grande
‘ d ‘ / M dz] M7mR Mr
—_— A =
S Q = Js, 12]F Rk REk—1-1°

Por aplicacdo da condicao (C3) podemos concluir que k — [ —1>2—1=1, pelo que

i P(z) ,
Rl—>00 SRQ()d =0

Conclui-se que

* Plz) =q= m’k esBz
mQ(x)dx_ =2 ZR (=, %)

sendo zj, j =0, ...,k os zeros de ()(z) com parte imaginaria positiva.
Exemplo:
Determinar o valor de

I— /°° dx
o (@2 +4) (2% +9)
Considere-se a funcdo complexa de varidvel complexa

1

BRCERER)

e para R suficientemente grande a curva g como sendo a fronteira da regido

Dr={z=re?cC:0<r<R, 0<6<m}
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a qual se atribui a orientagdo positiva (ou sentido directo).
As singularidades de F'(z) sdo +2i e +3i. Dado que 2i, 3i € Dr e —2i, —3i ¢ Dg, por
aplicacdo do teorema dos residuos

F(z)dz = 2mi <Res (F,2i) 4+ Res (F, 32))
R

Visto que
1

(z+2i)(z — 2i)(z — 3i)(z + 3i)
vé-se que todas as singularidades de (10.1) sdo zeros de ordem 1 do denominador e ndo anulam
o numerador, pelo que sdo pdlos simples de F'(z). Como tal:

F(z) = (10.1)

. . , . 1 1
Res (F,21) = lim (= = 20F(z) = Iy =870y ~ 203
e 1 1
S (F,3i) = lim (2 — 3)F(2) = li =—0
Res (12581) = g (= = 30)F() = I ooz vs 301
Entdo

%YF(Z) dz = ;—0

Por outro lado, atendendo ao facto de que a curva yr é composta pelo segmento
Ir={2€C : z=uz,z€[-R,R[}

e pela semicircunferéncia
Sp={z€C : z=Re? 0e0,n[}

podemos escrever
™

—:/ F(z)dz + F(z)dz
30 In Sk

Em I, z =2 com z € [—R, R, pelo que

% :/_ZF(x)dx+/gRF(Z)dZ

e, fazendo R tender para +o0

%:/_OOF(:U)dx%—RlEnOO SRF(z)dz
Por outro lado
|dz| TR
Fed:| < [ FG)e < | -
‘ Sn Si sn (22 =42 (122 —9)° (R —4)*(R* - 9)?

Temos entdo que

lim F(z)dz| < lim T

Ro0 ‘ S A (R o

o que implica
lim F(z)dz=0

R—o0 SR

e como tal
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10.3 Integrais Impréprios de 12 espécie envolvendo funcoes Trigo-
nomeétricas

Pretende-se calcular integrais impréprios do tipo
[e.e] [e.e]
/ f(x)cos(ax)dx / f(x)sen(ax) dx
— 50 —00

em que a € RT e:
(C1) f é analitica em C excepto num conjunto finito de singularidades;
(C2) f n&o tem singularidades no eixo real.
Em ambos os casos, considera-se a funcdo complexa auxiliar
F(2) = f(2) e

e, para R suficientemente grande, a curva I'p como sendo a fronteira do semi-circulo centrado na
origem e de raio R, contido no semiplano {z :Imz > 0}. Por aplicagdo do Teorema dos residuos

k
f(2)e" dz = 2ri Z Res (F,z;) =1
I'r Jar
sendo zj, para j = 0,1,...,k, os zeros de () com parte imagindria positiva. Note que o valor de
7 n&o depende de R (desde que R > max{|z],...,|zx|}). Por outro lado,

FR:IRUSR:{z:x : xG]—R,R[}U{z:Rew : 96[0,7?]}

Entdo R
7= f(2)e'* dz + f(z)dz = / f(2)e'* dx + f(2)e'* dz
Ir Sr —-R SR

Fazendo R — 400, -
7= / f(2)e dx + Rlim f(2)e'* dz

— 00 SR

Lema de Jordan Seja a > 0 e f uma funcdo analitica em C excepto num conjunto finito de
singularidades. Seja Sk a semi-circunferéncia |z| = R, com Im z > 0.

/ lei9*||dz| < ©
Sk a

b) Seja f(z) analitica em |z| > r, para algum r > 0 e tal que:

a) Para qualquer R > 0:

lnllax |f(z)] = 0, quando R — 400
z|=R

entao:

lim (2)e' dz =0
R—o0 Sk
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Dem.:

a) Parametrizando a semicircunferéncia por z() = Rel = Rcosf +iRsenf, com 0 < 6 < T,
entdo vV R?cos? 0 + R?sen? = R, pelo que:

/ |€iaZHdZ‘ _ /ﬂ— |eiaRcose| |e—aRsen9‘ RdO = /ﬂ— e—aRsenG RdO (102)
Sr 0 0

Como sen(m — 6) = sen(d), para 6 € [0, 7], entdo § = % é um eixo de simetria do grafico

2
da funcdo g(f) = e~@ftsn?  Desta forma, e atendendo também a que senf > %9 para
qualquer 6 € [0, 7/2]:

. /2 w/2 Y
/ || dz| = 2/ e—eRsenb pig < / e 02Rd0 = Z(1— e B) < T (10.3)
SRr 0 0 a a

b) Como M (R) def Irrllgq%]f(z)] — 0 quando R — o0,
. : M
(2)e'* dz| < M(R)/ |e'%%||dz] < (F)m — 0 quando R — +00
SR SR

O

Exemplo importante: Se f(x) = ggg onde P(x) e Q(z) sdo polinémios reais (isto é, os
seus coeficientes sdo reais), tem-se que se

Grau Q(z) > Grau P(z) =3 Grau Q(z) — Grau P(z) > 1

entdo ‘ggz% < % para |z| = R, pelo que:
P
‘ (2) — 0, em |z| =R quando R — 400
Q(2)

Pelo lema de Jordan:

P .
lim —(Z) e%dz =0
R—o00 Sk Q(Z)

Com f satisfazendo (C1) e a > 0, o lema de Jordan determina que:
lim (2)el% dz =0
R—o0 Sk

Conclui-se que
/ f(z)ede =T

Dado que ax € R, resulta da férmula de Euler que
/ f(z)el" do = / f(x) cos(ax) dz + i/ f(x)sen(ax) dx
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pelo que

o0

/ Zf(:c) cos(ar)dr = ReZ e / f(z)sen(az)dz = ImT

—00

Exemplo:
Vamos determinar o integral

*  cosx
T2 4
oo Az 4+ 1
utilizando o Teorema dos Residuos. Para tal considere-se a funcdo complexa
eZZ

Fz) = 422 +1

e, para R € R" suficientemente grande, a curva vz como sendo a fronteira do semi-circulo
{z : |2| <Relmz >0}

com orienta¢do positiva (percorrida em sentido directo). Visto F ser analitica em C\ {%,—%}
aplicando o Teorema dos Residuos obtém-se

j{ F(z)dz = 27iRes (F(z), $)
Cr

Dado que
eiz

4(z=3) (#+3)
como i/2 é zero de ordem 1 do denominador de (10.4) e ndo anula o numerador de (10.4),
conclui-se que i/2 é pdlo simples de F'. Consequentemente:

F(z) = (10.4)

o—1/2

44

Res (F, 1) = lim <z - 3) F(z) =

z—1/2 2

Sendo assim
e—1/2

ﬁRF(z)dz:w 5

Por outro lado
Yyvr=IrUSgp={2=x2€[-R,R}U{z: |2|=R,Imz > 0}

pelo que
e—1/2

T :}{RF(z)dz: IRF(z)dH/SRF(z)dz

e atendendo a definicdo de Ir

77621/2 :/R F(z) dx+/ F(2)dz

-R Sr

Fazendo R — oo

671/2 00
T = / F(xz)dz 4+ lim F(z)dz
2 — o R—oc0 Sk
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INTEGRAIS REAIS

Atendendo a que Grau(4z% + 1)-Grau(1)=2, tem-se que para |z| = R

1
i ||
|z|=R—o0 422 +1

Por aplicacdo do lema de Jordan, podemos concluir que

lim F(2)dz=0

R—o0 SR

e como tal

Finalmente, visto £ € R

o el coszx [ senx T
5 dr = 5 dx + 1 5 dr =
oo dx?+1 oo dx?+1 oo dx?+1 2\/e

concluindo-se que
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Capitulo 11

Apéndices

11.1 Apéndice A: Séries Reais de Termos Nao Negativos

Considere-se u,, uma sucessdo de termos reais ndo negativos. Sendo assim, a sucessdo das somas
parciais associada a série de termos geral u,, (Sx) é mondtona (crescente) e minorada (57 < Sy
para qualquer N € N). Conclui-se entdo que neste caso

E uy, é convergente sse (Sy) é majorada.

Critérios de Convergéncia

e Critério geral de comparacao

Se u,, e v, sdo sucessdes reais tais que para todo n € N se verifica 0 < u,, < v,, entao:

a) Se E v, € convergente tambem E u, é convergente.

b) Se Zun é divergente tambem Zvn é divergente.
n

Demonstracao:

a) Se Sy =uy+us+---+uy eTn =v;+ve+---+vy entdo como »_ v, é convergente,
Tn € convergente, logo limitada. Como, para todo o N € N, 0 < Sy < T, Sy
também é limitada; como também é mondtona, logo é convergente.

b) Caso contrério (isto é, se Y v, fosse convergente), entdo pela alinea a) > u,, seria
convergente, o que contradiz a hipétese. Logo, > v, tem que ser divergente. O

Nota: a conclusdo do critério geral de comparacao permanece valida se 0 < u,, < v, se
verifica apenas a partir de certa ordem pois, como vimos, a natureza das séries ndo depende
do valor dos seus termos iniciais.

Exemplo:

o
. .. 1
Considere-se a série E oan: Dado que para todo n € N se tem logn < n, teremos que,
ogn
n=2

paran > 1
1 1 1
> — e Z — diverge
logn = n =n
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o
pelo primeiro critério geral de comparacdo a série g serd também divergente.

= logn

e Corolario do Critério Geral de Comparacao

Se u,, e v, sdo sucessdes reais e a < b sdo numeros reais positivos tais que
0 < av, <u, <bv, para todoo n € N,

entdo > u, € » v, tém a mesma natureza.
Nota: este resultado é consequéncia simples do critério geral de comparagdo (porqué?).
e 22 Critério de Comparacao
. o . ~ . . . Up ~
Sejam wu, e v, sucessdes reais de termos n3o negativos tais que lim — = [. Ent3o, se
Un

[ €]0, +oo[ conclui-se que as séries g Up, € g vp, tém a mesma natureza.

Demonstracao: Considere-se € < [, ou seja, tal que [ — e > 0. Pela definicdo de limite,
existe uma ordem a partir da qual todos os termos da sucessdo u,, /v, verificam

U
l—e< 2 <l+e,
Un,

pelo que (como v, > 0):

0<(l—€v, <uy < (I+€)vy.

Usando agora o corolario do critério geral de comparacdo, obtém-se o resultado. O
Exemplo:
[e.e]
: , . 2n +1
Considere-se a série Z . Dado que
n/n
n=1
2n+1 0o 1
lim n‘l/ﬁ =2<o00 e Z— diverge
n \/ﬁ
vn n=1

2n +1
n+\/n

o0
pelo segundo critério geral de comparagdo a série g é divergente.

n=1
e Critério de D’Alembert

Seja u,, uma sucessdo real de termos positivos tal que existe

. Un+1
[ = lim 2F
n—00  Up,

Entao:

a) Sel <1 a série Zun é convergente.

n
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11.1. APENDICE A: SERIES REAIS DE TERMOS NAO NEGATIVOS

b) Sel > 1 a série Zun é divergente.

n

Nota: No caso [ = 1, o critério de D'Alembert é inconclusivo.

Demonstracdo: A ideia genérica desta prova é estabelecer uma comparagdo da série > u,
com uma série geométrica de razdo, r, apropriada. Para tal:

a) Dado e > 0 t3o pequeno que [+¢ < 1 (como [ < 1, basta tomar € < 1—1), a definigdo
de limite da sucessdo w1 /u, garante-nos que a partir de certa ordem:

Un+1
Unp,

<l+e<l1.

Seja r =1+ €. Entdo:
U 7JLJrl
Ml pe=r=
Up, rh

Multiplicando ambos os membros da desigualdade anterior por —#1 obtém-se:

Un+1 Un
T”+1 rn'

Assim, u,, /r™ é decrescente, logo majorada por um certo M > 0:
= <M = u, < Mr"

Além disso, u,, > 0 para qualquer n € N. Do critério geral de compara¢do, como
> Mr™ é convergente (r < 1), entdo > u, também é uma série convergente.

b) Dado ¢ > 0 t3o pequeno que [—e > 1 (como [ > 1, basta tomar € < [—1), a definigdo
de limite da sucessdo w1 /u, garante-nos que a partir de certa ordem:

Un+1
Unp

>l—e>1

Seja r = [ —e¢. Procedendo de forma analoga a demonstragdo de (a) (exercicio), resulta
que, para algum L > 0:

0< Lr" < uy,
Do critério geral de comparagdo, como Y Lr™ é divergente (r > 1), entdo > u, é
também divergente. O
Exemplo:

o0 2
. ‘- n 2
Considere-se a série g —. Sendo up, = “5 tem-se que
e €

n=1
(n+1)>

. U . n 3 . n + 1 2 3_ 3
lim — :hmﬁzhm( ) e — <1
n Up, n n- n n

w3

e

pelo que, por aplicacdo do Critério de D'Alembert, a série Z — é convergente.
(&
n=1
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e Critério da Raiz

Seja u,, sucessdo real de termos n3o negativos, tal que existe

[ = lim Yu,
n—roo

Entao

o sel <1 a série g uy, é convergente.

n

© sel>1 a série Zun é divergente.
n

Notas:

o No caso ! =1, o critério da raiz é inconclusivo.

o Se quiser justificar este resultado, use a ideia da prova do critério de D'Alembert. Os
detalhes sdo um pouco mais simples, neste caso.

Exemplo:

o
Considere-se a série Z ont(=1)", Comecamos por observar que o Critério de D'Alembert
n=0
~ s -7 - —1\n ~
n3o é aplicavel; pois tomando u, = 2"(=1" entio:

2. =1 se n par
n+1 — '
Un4+1 2 2
un 2n+2

ST =8 se n impar.

Un+1
Un,

nao existe. No entanto

Pode-se, por isso, concluir que lim
n

e S |
n

S|=

lim /u,, = lim (2"+(_1))

o0
pelo que, por aplicacdo do critério da raiz, a série Z ont(=1)" ¢ divergente.

n=0
e Critério da Raiz de Cauchy
Seja u, uma sucessdo real de termos n3o negativos e defina-se
limsup /u, =1 (finito ou infinito).
Entdo

a) sel <1 a série E uy, € convergente;

n

b) sel > 1 a série Zun é divergente;
n

Notas:
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¢ Define-se lim sup {/u,, como o supremo do conjunto dos sublimites de wu,,. Um subli-
mite de u, é um limite de uma subsucessdo de u,,.

o Este resultado generaliza o critério da raiz as situag¢bes onde o lim /u,, ndo existe.

o No caso [ = 1, o critério da raiz é inconclusivo.

Exemplo:

3+ (=1)")
é aplicavel (e, consequentemente, o critério de D'Alembert também n3o) visto que, com

[ee]
: L. 5 o N
Considere-se a série E ( —. Comegamos por observar que o critério da raiz ndo
n=0

_ 5
Un = T=qyaye S€ tem

%{L/g para n par
/i =

%{L/g para n impar

Assim sendo, a subsucessao dos termos pares de /u,, converge para %, mas a subsucessio
dos termos impares de {/u,, converge para %; desta forma, o limite de /u,, n3o existe. No
entanto, o conjunto dos sublimites da sucessao Yu,, é

5 af

1
lim sup Yu, = 3 <1
n

e assim

5
— é convergente.

o
pelo que, por aplicagdo do Critério da raz de Cauchy, a série Z W

n=0
Critério do Integral

Seja f : [1,00[— R uma fungdo continua, positiva e decrescente. Se, para qualquer n € N,
se tem f(n) = u,, entdo

N—oo

o0 N

Zun é convergente sse existe (em R) o lim / f(x)dx.
n=1 1

o0

Demonstracdo: Seja Sy a sucessdo das somas parciais de Zun Atendendo a que f é
n=1

decrescente, para qualquer n € Nsen < x < n-+1entdo upy1 = f(n+1) < f(x) <

f(n) = uy,, o que implica que

n+1
Upt1 < / f(z)dx < Uy,
—— n —~
=[7 f(n41) da =/ f(n) de

Somando as desigualdades anteriores paran =1,2,... N — 1, obtém-se:
N N N-1
SN—u1:Zun§/ f(z)dx < Zun:SN_l, (11.1)
n=2 1 n=1

119



CAPITULO 11. APENDICES

, ~ . - N .

Note que, como f é uma fungdo positiva, a sucessdo Ty = fl f(z)dx é crescente. Das
desigualdades (11.1) conclui-se que T é convergente sse Sy é convergente, o que é equi-
valente a conclusdo que queriamos obter. ]

11.1.1 Séries de Dirichlet
Uma série de Dirichlet é uma série da forma
o0
1
Z — , a€eR
nOé
n=1
Se v < 1, entdo 0 < n® < n, pelo que
1
0<—< ,
n n«

para todo o n € N. Pelo critério geral de compara¢do, como a série harménica, > % diverge, a
série > - também diverge.
1

No caso a > 1, seja f(z) = -5 = x~“. Como

N 1—a |V

1 1 1
lim " %dr = lim ac = Im (—— -1 =
N—oo Jq N—oo 1—0[1 1—a Nooo \ No—1

pelo critério do integral, a série converge.
Podemos entdo concluir que:

e A série de Dirichlet converge sse a > 1.

e A série de Dirichet diverge sse o < 1.

11.1.2 Séries Alternadas

Uma série de termos reais diz-se alternada se os seus termos forem alternadamente positivos e
negativos. Se assumirmos que o primeiro termo de uma série alternada é negativo (respectivamente
positivo), entdo a série pode ser escrita na forma

> (-1 an (11.2)

n=1

(resp. S (-1, = =30 (—1)ay, ) em que a, > 0. Basta ent3o estudar (11.2).

Critério de Leibnitz: Se (u,) é uma sucessdo de termos reais positivos, decrescente e tal
(e e]

que lim w, = 0, entdo a série alternada E (—1)"u,, é convergente.
n—oo

n=1

Exemplo: Determinacdo do erro da aproximacdo da soma de uma série alternada por uma
soma parcial.
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11.2. APENDICE B: CONVERGENCIA UNIFORME

Se uma série alternada converge obedecendo as condicdes do critério de Leibniz ent3o, para
N +1 par, (=1)N*lay,1 > 0, e entdo:

00 N
Z(—l)"an - Z(—l)"an =ant1 — (ant2 —any3) = (ANs —anys) — -
n=1 n=1 ;’0 >0
—(aNtk — anyk+1) — - < ang
>0
Se N + 1 é impar, deduzimos do caso anterior que:

00 N o) N

D (=D an =Y (=D "an| = > (-1 Man =Y ()" an| < ani

n=1 n=1 n=1 n=1

Assim, o erro que se comete ao aproximar a série (11.2) pela sua sucessdo das somas parciais,
—ay +as+---+ (=1)Nay, é menor que an, 1.

Nota: a estimativa anterior s6 foi provada para séries que satisfazem as condi¢bes do critério
de Leibniz. No caso geral ndo é possivel controlar o erro de aproxima¢ao da soma de uma série
da forma acima descrita.

A série harmdnica alternada,

n=1
é um exemplo de uma série que converge mais ndo converge absolutamente. Trata-se do exemplo
mais simples de uma série simplesmente convergente.

11.2 Apéndice B: Convergéncia Uniforme

11.2.1 Convergéncia Pontual e Convergéncia Uniforme de Sucessoes de Funcoes

Considere-se {f,(z), n € N}, com z € D C C, uma sucessdo de funges complexas.

Convergéncia Pontual

e Diz-se que a sucessido { f,,(z)}, converge no ponto z, se para a sucessdo numérica { f,,(20) }n
for convergente. Se {f,(z)}, convergir em todos os pontos de um conjunto D dizemos
que {fn(z)}n é pontualmente convergente em D. Neste caso podemos definir, para cada
z e D:

f(z)=lim f,(2) < Ve>03IN = N(e¢z)talqueVn > N setem |f,(2)—f(2)] <e

n—o0
Convergéncia Uniforme
e Diz-se que a sucessdo f,, converge uniformemente em D,
fn — f uniformementeem D <

Ve >0 IN = N(e) tal que Vn > N se tem |f,(2) — f(2)| <€, Vze€ D

Note-se que, na nogdo de convergéncia uniforme, N é independente de z € D.
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e f, converge uniformente para f em D é equivalente a afirmar que

Ve >0 3N = N(e) tal que Vn > N se tem sup |f(z) — fn(2)| <€
zeD

& lim sup |f(z) — falz)| = 0

n—o0 zeD

Critério de Cauchy para Convergéncia Uniforme

e A sucessio de fungbes f,, converge uniformemente em D se e sé se

Ve >0 3N = N(e) tal que ¥Yn > m > N se tem |f(2) — fm(2)| <€, Vz e D

e f, converge uniformente para f em D é equivalente a afirmar que

Ve >0 3N = N(e) tal que Vm,n > N setem sup|fn(z) — fm(2)| <€
zeD

& lim  sup |fn(z) = fm(2)] = 0

m,n—00 L

Propriedades do Limite de uma sucessao de funcoes uniformemente convergente

Suponhamos que lim f,, = f uniformemente num conjunto aberto D C C. Entdo
n

e Se para qualquer n € N, f,, é continua em D, entdo f é continua em D.

Demonstracao. Tomemos um zy € D arbitrario. Dado € > 0, existe N tal que para todos
osn>NezeD setem

|a(2) = F(2)] < 5 (113)

Sendo fy continua em 2, entdo entdo existe 6 > 0 tal que para |z — 2| < J, se tem

| (2) = fn(z0)| < (11.4)

wl o

Assim sendo, usando (11.3) (em z e em zy) e também (11.4),

|f(z) = f(z0)| = [f(2) = fn(2) + fn(2) — fn(20) + f(20) — f(20)]
< |f(2) = ()| + | fn(z) = fn(z0)| + | Fv(20) = F(20)]
< f45+E = 6

para qualquer z tal que |z — 29| < 0. Isto prova que f é continua em zy € D arbitrério. [J

e Se para todoon € N, f,, é continua em D, e v é um caminho seccionalmente regular em

D, entao:
[ fGaz=tim [ .2y a,
il Y
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Demonstracao. Pelo teorema anterior, f é continua. Entdo, pelo teorema de Weierstrass
existe

My, = max |fn (v(t)) — f(v(1))|

t€(a,b]

Ent3o:
[a@ra= [ s = | [ 1) - 5] a2
g gl
< / fnlz) = F(2)] a2
< M,L(y) — 0 quandon — oo,
pois M,, — 0 pela hipétese de que f,, — f uniformemente em D. O

Se D é simplesmente conexo e para qualquer n € N, f,, é analitica em D, entdo tem-se que
f é analiticaem D e
f(z) =lim f)(2) , Vze D
n

Demonstracdo. Dado z € D arbitrério, considera-se um disco D(z,p) C D. Note que as
fungdes f,, sdo analiticas em D(z, p).

Para qualquer curva de Jordan 7 contida em D(z, p), usando o teorema anterior e o teorema

de Cauchy
/f(w)dw: lim /fn(w)dw:O.
~ n—o0 ~

Como, pelo que vimos acima, f é continua, pelo teorema de Morera a funcdo f é analitica
em D(z,p). Concluimos que f é analitica em qualquer z € D.

Assim sendo, fixando de novo z € D e usando agora a férmula integral de Cauchy genera-
lizada numa circunferéncia I' = {w € C : |w — z| = p}, com D(z,p) C D, percorrida no
sentido directo:

I72(2) = 1'(2)| i}zl{de L de‘

27 Jp (w — 2)? 27 Jp (w — 2)?
fo(w) — f(w)
< ‘"—Q‘M | ~ f(w)] |du]
2 |w — z| 271',0
<Mn
1 M,
< —5 M, L) = —,
2mp p

onde
M, = rggf,(‘fn(w) - f(w)|

Pela convergéncia uniforme de f,, para f, M,, — 0 quando n — co. Em consequéncia,

|f1/1(2) - f/(Z)‘ < My — 0 quandon — oo.

p
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11.2.2 Convergéncia Pontual e Convergéncia Uniforme de Séries de Funcoes
Considere-se {f,,(2)}, z € D C Cen € N, uma sucessdo de fungdes complexas e a sua respectiva
soma an(z)

n

e (Convergéncia Pontual da Série)
Diz-se que a série Z fn(z) converge no ponto zj se a série numérica Z fn(z0), isto é, se
n n
a sucessdo (numérica) das somas parciais Sy (z0) = f1(z0) + - - + fn(z0) for convergente.

Se Z fn(2) convergir em todos os pontos z € D entdo dizemos que a série é pontualmente
n

convergente em D. Neste caso podemos definir a fungdo soma (da série) por:

f(z) = Z fn(2) para qualquer z € D

e (Convergéncia Uniforme da Série)

Diz-se que a série E fn(2) converge uniformemente em D, se a sucessdo das somas parciais,
n

Sn(z) for uniformemente convergente em D, isto é, se

Ve >03dP =P(e) : YN >Psetem Vz€ D |f(z) — Sn(z)| < e

=3 HILH;O :gg |f(z) = Sn(2)| =0
Critério de Weierstrass
Seja f(2) uma sucessdo de fungdes definidas para z € D que verifica
| fn(2)] < M, para quaisquer z €D e neN

e onde a série real de termos ndo negativos g M,, é convergente. Entdo a série E fn(z) é
i n n
uniformemente convergente em D.

Propriedades da Soma de uma série de fun¢Bes uniformemente convergente

Considere-se f(z) = Z fn(2) uniformemente em D C C aberto. Ent3o
n

e se para todon € N, f,, é continua em D, tem-se que f é continua em D e

/vf(z)dz:;/vfn(z)dz

qualquer que seja a curva -y regular contida em D.

e se para todo n € N, f, é analitica em D e D é simplesmente conexo, tem-se que f é
analitica em D e

F&)=) fiz) , VvzeD
n
No caso particular das séries de poténcias, o Teorema de Abel, o Critério de Weierstrass e as

propriedades dos limites das séries de poténcias uniformemente convergentes implicam o seguinte
resultado.
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Convergéncia Uniforme e Analiticidade de uma Série de Poténcias
Teorema: (Convergéncia uniforme de uma série de poténcias)
o
Seja E an(z — z9)" uma série de poténcias de raio de convergéncia R. Entdo a série é
n=0

uniformemente convergente em todos os circulos
D(zy,1) = {z Dz — 2] < r}

com raior < R.

A partir da nocdo de convergéncia uniforme resultam facilmente os resultados sobre derivacdo
e integracao de séries de poténcias termo a termo, que no texto principal demonstrdmos sem esse
recurso.

Dado que, para todo n € N a fungdo f,,(z) = a,(z — zp)™ € inteira, a partir da convergéncia
uniforme da série podemos concluir que f(z) =Y an(z — 20)™ € analitica em {z : |z — 2| <
R}, e para todo z no interior do circulo de convergéncia

fl(z) = Z nan(z — zo)"fl
n=1

[yf(w) dw = nzz;]an [y(w —20)" dw = nz:;] - : ] ((z — ZO)"Jrl —(a— zo)"H)

para qualquer curva regular v em D(zg, R) onde a e z sdo os pontos inicial e final de 7, respec-
tivamente. Em consequéncia, as primitivas de f(z) sdo dadas por

0 an .
Ct+) —Hl—z),  CeC
=0

Em particular, podemos afirmar o seguinte.

Teorema:(Analiticidade de uma série de poténcias)
Seja

f(z):Zan(z—zo)" em |z—2z| <R
n=0

isto é, f é uma série de poténcias de centro zy convergente em |z — zg| < R. Entdo f é analitica
no seu dominio de convergéncia.
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