DM
DEPARTAMENTO
DE MATEMATICA
TECNICO LISBOA

Calculo Diferencial e Integral - Il
12 Semestre 2024 /2025
32 TESTE - VERSAO A

8 DE JANEIRO DE 2025
Cursos: LMAC E LEFT

[6,0 val] 1. Determine a solucdo geral da equagdo

y' — 6y +9y =

1+ t2

Solucao: Trata-se duma EDO de segunda ordem linear ndo homogénea.

Sabemos que a solucdo geral do problema ndo homogéneo resulta da soma de uma solucdo
particular ndo homogénea a todas as solucbes homogéneas, as quais formam um espaco
vectorial de dimensao 2:

y(t) = yu(t) +yp(t).

As solucdes do problema homogéneo obtém-se da equacgao
Yy — 6yl +9yr =0 (D? —6D 4+ 9yy =0 < (D — 3)%yy =0,

donde, pela multiplicidade algébrica dupla do valor préprio 3, se conclui que duas solugdes
linearmente independentes, formando uma base do espaco vectorial das solucdes ho-
mogéneas, sio e e te¥. Assim, o conjunto das solucdes do problema homogéneo é
o espaco gerado por estas duas solugoes:

yu(t) = cre® + cote®, com c1,cs € R.

O termo nao homogéneo % nao é aniquilavel, pelo que para determinar a solucdo geral
desta equagdo n3o homogénea é necessario recorrer a férmula da variacao das constantes
para obter uma solugdo particular. Como ja obtivemos uma base do espa¢o das solu¢des
homogéneas, a matriz Wronskiana pode calcular-se imediatamente

W) = {y}(t) y,z(t)} - {365; (1 f;)e?’t} ’

e a sua inversa
(1+3t)e 3t —te3
_3673t 67315 :



[6,0 val]

2.

A solucdo geral é agora dada pela férmula da variagao das constantes

y(t) = cre® + eate™ + [e3 te?] —te73] e "
| T

_=t_
= 1% + eotedt + [e3t t@St] / {1?2] dt
14+¢2

—1log(1+ tz)}

3t 3t 3t 3t
= ci1e” + cote +[e te ][ arctan &

= c1€% + cote® — e log(V1 + 12) + te* arctant,

com ¢y, ¢y € R.

Determine todas as solu¢des da forma w(z,t) = X (x)T'(t) do problema de valores de
fronteira:

ou  0%u

— = 1

5 a2+cos(7§)u, 0<z<l, t>0
ou ou

— = ——— f— > .
Ton="0n, w0n=0 120

Solugdo: Substituindo na equagdo diferencial parcial u(z,t) = X (x)T(t), ou seja, apli-
cando o método de separacao de variadveis, obtemos

T'(t)
T(t)

— cos(t) = ))((H((;))

X(2)T'(t) = X"(x)T(t) + cos(t) X (2)T'(t) &

Esta igualdade sé é possivel se as fungdes dos dois lados da igualdade, de varidveis dife-
rentes x e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é equivalente ao
sistema seguinte, onde A é um numero real qualquer

{ T'(t) = (A +cos(t))T(t)
X"(x) = AX (z).

A primeira equagdo é uma equacdo linear homogénea de primeira ordem para 7'(t), cuja
solucao geral é
T(t) = Ae*2® com A € R.

A segunda equacdo corresponde a determinagdo dos valores préprios e funcdes proprias
da segunda derivada, os quais dependem nao sé da equag¢do, mas também das condi¢coes
de fronteira. A expressao para as solu¢des da segunda equag¢do dependem do sinal de .

Temos
BeV?® 4 Ce=Va se A >0

X(x)=<¢ Bz +C seA=0
Bcosv—Ar +Csenv - x se A <.

onde B, s3o constantes reais.



As condicBes de fronteira homogéneas 24(0,¢) = 2%(1,t) < 24(0,t) — 24(1,¢) = 0 e
u(0,t) = 0 para as solugdes da forma X (z)7'(t) ndo nulas implicam que

X(O)T(t) = X' ()T(t) & (X'(0) — X'(1)T(#) = 0 X'(0) = X'(1),
(caso contrario seria T'(t) = 0 que levaria a solug@es triviais) e, da mesma forma,

X(0)T(t) = 0 & X(0) = 0.

Impondo estas condi¢des as solugdes X () determinadas acima temos

(i) Para A > 0:
VAB — VAC = VABeV> — \/ACe V> o \/XB(Q — (e + e‘ﬁ)) =0
B+C=0 B=-C

Como A > 0, também A > 0 e a primeira equacdo implica entdo B = 0 ou
eV* + V=2 = 2. Esta Gltima equacgao s6 é verdadeira se A = 0, o que ndo é o
caso aqui. Portanto a conclusdo é que s6 pode ser B = 0 e consequentemente
C = —B = 0, pela segunda equagdo. A (nica solugdo com A > 0 é por isso a

solugdo trivial X (z) = 0.
B=2EB - BeR
C=0 C=0

(i) Para A =0:
Conclui-se assim que, para A = 0, existem as solu¢Bes ndo triviais X (z) = Bx.
(iii) Para A < 0:

{ V=AC = —v/=ABsen(v—\) + v=AC cos(v—\)
B=0

V=AC(1 — cos(v/=XA)) =0
ﬁ{B:O

donde se conclui que, para ndo ser C' = 0, que nos conduziria apenas a soluc3o trivial
X(z) =0, s6 podera ser, entdo,

cos(V=N)) =1 & V- =2nm & \ = —dn’n>.

As solugcdes n3o triviais da equacdo diferencial da forma X (x)T(¢t) que satisfazem as
condicoes de fronteira sao portanto as fun¢des da forma

Az e®™®  para A =0

Asen(2nmz) e Wm0 para pn=1,2,. ..

com A € R.



3. Considere a matriz, dependente do parametro «,

-3 «
=
[6,0 val] (a) Para a = 4 obtenha explicitamente a solugdo do problema de valor inicial
y' =4y, y(0)=(11).
[2,0 val] (b) Indique, justificadamente, para que valores de o € R € possivel garantir que todas as
solucbes do sistema de equacdes diferenciais ordindrias y' = Ay sdo limitadas para
t €0, +o0].
Solucao:

(a) Comegamos por determinar os valores e vectores préprios da matriz
-3 4
A= .
-1 1
O seu polinémio caracteristico det(A — AI) tem raizes:

det(A—X) =0 (-3-N)(1-AN)+4=0& (A +1)?>=0,

donde se conclui que existe apenas um tnico valor préprio, A = —1, com multiplici-
dade algébrica 2.

Os vectores préprios sao dados por

. -2 4 U1 . 0 o
N e I S

e daqui se conclui que a multiplicidade geométrica do valor préprio A = —1 é apenas
1, com um espaco préprio de dimens3o 1, de vectores proprios da forma

[al=el1]

Nao é possivel, portanto, diagonalizar a matriz A, por faltar um vector independente
para constituir uma base de vectores préprios. Teremos por isso que recorrer a forma
candnica de Jordan e, a partir dela, obter a matriz exponencial de A.

Assim, sabemos da algebra linear que existe uma matriz de mudanca de base, 9, tal

que
A=SJS,

=[5 4]

e a partir da qual se obtém a exponencial e’ como

com

6At —_ SeJtSflj

com



A matriz de mudanca de base, S, tem nas suas colunas os vectores da nova base,
2 w1
S = ,
1 w9
o primeiro dos quais é o vector préprio ja determinado, restando obter o vector préprio
generalizado (wy, ws), pela equagdo

B 2 4 [w ] [2 B
det(A—/\I)w—V@{_1 2}[102]—{1](:)2102—1—1—101.

Escolhendo, por exemplo, w; = —1, obtemos ws = 0 e assim

2 -1 L [0 1
S—L 0];»5 —[—1 2]'

Temos todos os elementos para finalmente calcular a exponencial

A o Jtal |2 -1 et tet 0 1] [ (1—2t)" 4te"
¢ =5es _{1 0 0 et || =1 2| | —tet (1+2t)e

A solucao do problema de valor inicial do sistema homogéneo é agora dado por
eAlt—to)yy sendo ty = 0 e yo = (1,1), ou seja

{ Y1 (1) ] _ [ (1—2t)et  4te! } { 1 } _ { (1+ 2t)e? } .

yo(t) —te™t (14 2t)e! 1 (1+t)et

Para a matriz geral

os valores proprios sao
det(A—A)=0& (-3-N1-N+a=0 X +22-3+a=0,

ou seja

A=—-1++vV4— .

Para a < 4 os valores préprios sao reais, Ay = —1++v4—ae X =—1—+/4—q.
A soluc3o geral do sistema é uma combinac3o linear de e*tfvy e e*?'v,, com vy e vy
vectores préprios (linearmente independentes) associados a A; e Ay, respectivamente
(que sdo diferentes). As componentes das solucdes serdo por isso combinagdes line-
ares de eM? e e?2! que, portanto, serdo limitadas para t > 0 se e sé se os valores
préprios forem ambos menores ou iguais a zero (no caso de valor préprio nulo a cor-
respondente exponencial é constante pelo que também ¢é limitada). Mas A, é sempre
negativo, pelo que a restricao resume-sea \y <0 & Vv4d—a <1 & a > 3.

Para o« = 4 estamos na situacdo da alinea anterior, com um sé valor préprio A = —1
de multiplicidade algébrica 2. Pela matriz exponencial calculada atrds concluimos
que as componentes da solucdo geral, neste caso, s3o combinacdes lineares de e~ e
te~t, ambas limitadas para t > 0, visto que tendem para 0 quando ¢ — co.

Por fim, no caso o > 4, ambos os valores préprios serdo complexos conjugados
A = —1 £ iva —4. As componentes da solucao geral serdao combinacoes lineares
de e 'sen(v/a —4t) e et cos(v/a —4t), pelo que as solugdes sdo limitadas para
t>0.

Conclui-se assim que as solugdes sdo todas garantidamente limitadas para ¢t > 0
quando « > 3.

|



