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1. Considere a equacdo diferencial ordindria

y =3 -2y — 1’

[3,0 val] (a) Esboce o campo de direcgdes e trace os diferentes tipos de solugdes.

[1,0 val] (b) Determine os pontos de equilibrio e indique, justificando, se s3o estaveis ou instaveis.

[5,0 val] (c) Obtenha explicitamente a solugdo do problema de valor inicial y(0) = —5 e indique
o seu intervalo maximo de definic3o.

[2,0 val] (d) Sem resolver a equagdo, argumente que o problema de valor inicial y(0) = 0 tem

solucdo unica e indique qual o seu intervalo maximo de definicao.

Solucao:

(a) O dominio da equagdo é todo o (¢,y) € R?, onde a fun¢do f(t,y) = 3 — 2y — ¢*
é infinitamente diferencidvel e sdo validas, portanto, as hipéteses do Teorema de
Picard-Lindelof, que garantem existéncia e unicidade (ndo cruzamento) das solugdes.

A equacdo é auténoma, visto que a derivada da solucdo depende apenas do valor
(da posicdo) y e ndo depende explicitamente do instante de tempo ¢. Assim, as
inclinacdes do campo de direcoes, no plano ty, dependem sé do valor de y, sendo
paralelas para todo o t. As solugdes serao também paralelas, dependendo apenas do
valor y(to) da sua condigdo inicial.

Como ¢é habitual, para equagbes autébnomas, comegamos entdo por determinar os
valores de y para os quais as solu¢bes tém derivada nula. Estes correspondem aos
valores das solugdes constantes no tempo (os pontos de equilibrio da alinea seguinte):

—2++/4+4-3
3—2y—yi=0ey= 2+ =1v-3.

Entre os pontos de equilibrio a derivada pode apenas ter um dos sinais, ou positivo ou
negativo porque, pelo teorema do valor intermédio para fungdes continuas, se tivesse
os dois sinais e transitasse de sinal entre dois pontos y teria de haver um outro zero
entre eles, o que é impossivel. Sendo um polinémio de grau 2, com coeficiente de
y? negativo, ou seja, concavidade voltada para baixo, conclui-se imediatamente que
entre os zeros —3 < y < 1 se tem 3 — 2y — y*> > 0, ou seja, a solugdo y(t) serd



crescente, e fora dos zeros y < —3 ou y > 1 tem-se 3 — 2y — %> < 0 e portanto
ai y(t) é decrescente. . Isto é suficiente para esbocar o campo de direcdes e alguns
tipos de solugdes

(b) J& se viu, na alinea anterior, que os pontos de equilibrio desta equa¢do auténoma

sdo as solugdes constantes y(t) = 1 e y(t) = —3, para todo o t € R. Resta analisar
a sua estabilidade. Mas esta é evidente, até observando o campo de direcbes e o
esboco das solucdes:

e a solucdo constante y(t) = 1 é um ponto de equilibrio estavel porque pequenas
perturbacbes das condicOes iniciais em torno dela fazem as solu¢des convergir
de volta para ela quando t — +o0.

e a solucdo constante y(t) —3 é um ponto de equilibrio instavel visto que
pequenas perturbacoes das condicdes iniciais em torno dela fazem as solucoes
afastar-se dela, ou para o ponto de equilibrio estavel y(t) — 1, ou para menos
infinito y(t) — —o0, quando ¢t aumenta.

A equagdo é evidentemente separdvel. Com a condi¢3o inicial dada y(0) = —5 esta
solugdo ndo é evidentemente nenhuma das duas solu¢des de equilibrio y(¢) = 1 ou
y(t) = —3 as quais, da unicidade garantida pelo teorema de Picard-Lindelof, sdo as
tnicas que anulam 3 — 2y — y2. Portanto, a solucdo pedida - que também sabemos
existir e ser (nica, pelo mesmo teorema - estd na regido em que 3 — 2y — y? < 0
para todo o seu tempo de existéncia e isso permite reescrever a equacao de forma
equivalente como
1 dy
3—2y—y2dt
sem o risco do denominador se anular.

1

Fatorizando agora o polinémio 3 — 2y — y*> = (1 — y)(y + 3) podemos separar a
fracao em fracGes simples

1 1

3—2y—y?

14 14
I-y)y+3) y+3 1-y

pelo que podemos escrever a EDO como

9

(y(t)1+3 = _1y(t>)j—§ =4 & 2 (logly(t) +3| ~ log|1 — y()]) = 4
d y(t)+3
RPTR 1—y(t)‘:4



Integrando ambos os lados desta Gltima equagao entre ty = 0 e t obtém-se finalmente

t t
/ dl ﬂ‘ds:/ 4ds
odS to=0

3
& ‘y ‘ - )3 _ 4
1-y(0)
& 1og‘y—‘ =4t +log1/3
—1—3’ er
1 — -3
yt) +3 _ ie_h
1 —y(t) 3
donde, usando a condi¢do inicial y(0) = —5, se conclui que o sinal a escolher do
lado direito é o negativo, e assim
y(t) +3 ett eft et
Do s yt)+3=—+ —y(t
e T (UREEEE e 270
ot 4t
S y)|1l—=)=—| = +3
w0 (1-5)=~(5+3)
e +9
s y(t) = E_3

Para determinar o intervalo maximo de definicio desta solucao basta ver que o

denominador se anula, e portanto a solucao explode, em ¢t = blgl?’ = log 3'/4, pelo

que, tendo condicdo inicial em ¢y = 0, o intervalo méaximo é ¢ €] — oo, log 3'/4].

(d) Recorremos novamente ao teorema de Picard-Lindel6f, cujas condigBes ja foram ve-
rificadas na resposta a alinea a): o dominio da equagdo é todo o (¢,y) € R?, onde
a fungdo f(t,y) = 3 — 2y — y* é infinitamente diferencidvel pelo que é continua em
(t,y), e localmente lipschitziana na varidvel 3 no dominio R? todo também. Por-
tanto, s3o validas as hipéteses do Teorema de Picard-Lindelof em todos os pontos do
dominio, o que garante existéncia e unicidade (ndo cruzamento) das solu¢des, para
qualquer condic3o inicial (g, o) € R2.
Também sabemos, da alinea b), que as solu¢des de equilibrio s3o as solu¢des cons-
tantes y(t) = 1 e y(t) = —3, ambas com intervalos méximos de defini¢do t € R.

Por fim, a condi¢3o inicial indicada é y(0) = 0, que se situa entre as duas solu¢des
constantes anteriores.

Ora, tendo em conta que as solu¢des desta EDO, que existem e s3o Unicas pelo teo-
rema de Picard-Lindelof, podem ser prolongadas a intervalos maximos de existéncia
em que, nos extremos desse intervalo, a solucdo tende para a fronteira do dominio
- fronteira essa que, neste dominio R?, é o infinito em ¢ ou y - e tendo em conta
também que a solugdo ndo pode cruzar as solugdes constantes y(t) = 1 e y(t) = —3,
que se situam acima e abaixo da condi¢do inicial, devido a garantia de unicidade,
ndo pode entdo acontecer que y(t) — 00 nos extremos do intervalo de existéncia,
porque isso implicaria um tal cruzamento. Sé pode entdo ser que a solucdo se pro-
longue até ¢ — 400, mantendo-se sempre entre os dois pontos de equilibrio, donde
o intervalo méximo de existéncia é t €] — 0o, 00|.



[6,0 val]
[3,0 val]

2. Considere o problema de valor inicial

dr 5t3 — 23
dt 3ta?
(a) Determine a solugdo geral.
(b) Resolva o problema de valor inicial z(—1) = 2 e indique o intervalo maximo de
definicdo da correspondente soluc3o.

Solucao:

(a) Assolugdes desta EDO podem ser obtidas de duas formas. A primeira delas consistiria
em notar que, dividindo o numerador e o denominador da fraccdo por t3, a equacio
pode ser escrita como

de _ 5—2(z/t)®

dt — 3(x/t)?
pelo que se trata duma equagdo da forma z’ = f(x/t) as quais, vimos em alguns
problemas da ficha das aulas praticas da semana 7, podem ser transformadas em
equagdes separdveis com recurso a substituicdo v(t) = z(t)/t.
Usaremos, no entanto, um outro método, de reducdo da equacao a uma equacao
exacta. De facto, reescrevendo-a como

dx
223 — 583 + 3tz> = =0
X + otx o7 ,

comecamos por confirmar que, nesta forma, ela ndo é exacta. Com efeito

0(22% — 5t3)
ox

O(3tx?)

= 622 #£ 322 = rant

pelo que o campo vectorial (22® — 53, 3tz?) n3o é fechado.

Tentamos agora reduzi-la a uma equagao exacta, por multiplicacado dum factor inte-
grante p(x) ou p(t), dependente apenas de uma das varidveis. Sabemos, das aulas
tedricas, que a EDP dum factor integrante geral de duas varidveis u(x,t) se reduz,
no caso i = u(z) a EDO:

ON _ oM
%_E‘W()
dr M
No nosso caso o coeficiente desta equagao é
%—IZ—%—AX :3:U2—6:E2 _ RY
M 213 — 5t3 2x3 — 53’

que evidentemente n3o é uma funcao apenas de z. Pelo que ndo existe factor
integrante pu = u(x).
Tentamos agora a outra alternativa, uma factor integrante sé fung¢do de ¢, p = u(t),

cuja EDO serd
OM 9N
W _ o oty
- N M
com coeficiente

oM _ ON 2 9.2
oy ot 6x 3z 1

N 3tz ot




Neste caso sim, é possivel encontrar um factor integrante u = p(t), satisfazendo
entao a equacao i .
==~ u(t),
cuja solugdo é facilmente dada, por exemplo, por u(t) = ef it = ¢.
Multiplicando a nossa EDO por t obtém-se entio
3 4 5 odx
2ta® — 5t' + 3% = 0,
a qual ja satisfaz
0(2ta® — 5t%) _ 6122 — 8(3t2:£2)’
ox ot
pelo que tendo o campo vectorial (2t2® — 5t*, 3t2%) por dominio todo o plano R?,
que é simplesmente conexo, conclui-se que o campo vectorial é gradiente em R? e a
equacdo agora estd na forma exacta.
Procuramos entdo agora um potencial ¢(¢,x) cujo gradiente seja o campo (2tz® —
5t 3t%x?)

o¢ 3 e
== = 2tz® — 5t
T T ot™,
(9@25_ 2 2
am—?)tx.

integrando a primeira destas equacdes em t obtém-se ¢(t,x) = t?x® — t° + a(x) e
substituindo na segunda equacgao
I(t?x® — t° + a(x))
ox
pelo que concluimos que a fungdo «(z) é constante e o potencial é

P(t,x) = 22> —t° 4 C.

= 3t22% & 3t’2? + o/ (z) = 322 & o (z) =0,

A solucdo geral, na forma implicita, é assim:

223 - =C,
a qual pode ser explicitada como
C+t
3
z(t) = o CeR.

A partir da solucdo, na forma implicita ou explicita, da alinea anterior, temos que a
constante C' para a condi¢do inicial dada z:(—1) =2 é C' = (—1)?2° — (—1)> = 9.
A solucao explicita do PVI é assim

9+
z(t) = {/ PR

Desta férmula explicita vemos imediatamente que ¢ n3o pode anular-se, por causa
do denominador 2. A prépria funcio também n3o se pode anular, porque a raiz
clibica perde a diferenciabilidade em zero com derivada infinita, ou seja, t° # —9.
Observe-se que a mesma conclusdo poderia ser imediatamente tirada da EDO na
forma candnica visto o denominador 3tx? obrigar a que t # 0 e & # 0. Assim,
seleccionando o intervalo maximo (aberto) que satisfaz estas restrigdes e que contém
o instante inicial em ty; = —1 conclui-se que é

te]—v9,0].




