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1. Considere a equacao diferencial parcial

ou  Ju x
2 _— = — — 1 —_
(t +1)8t 52 u+sm<2), x €0, 7], t>0,

com condicoes de fronteira

ou
u(0,t) =0 e a—(ﬂ,t) =0, paratodoot>0.
x
[4,0 val] (a) Determine uma solugdo particular ndo homogénea da equagdo, que seja apenas

funcdo de z, e que satisfaca as condicGes de fronteira dadas.

[6,0 val] (b) Use o método de separagdo de varidveis para, juntamente com o resultado obtido
na alinea anterior, escrever a forma geral das solugdes da EDP com as condi¢des de
fronteira dadas.

Solucao:

(a) Seguindo a sugestdo, procuramos uma solugdo particular ndo homogénea da forma
up(x,t) = uy(z), que portanto satisfaz a equagdo

Z

0 = up(z) — up(x) + sin (%) & uy(z) — up(x) = —sin <§> :

Trata-se duma equacdo diferencial ordindria de segunda ordem com coeficientes
constantes, ndao homogénea, que resolvemos pelo método dos aniquiladores. A

funcao — sin (%) é solucdo duma equacdo homogénea com operador diferencial
(D —i1/2)(D +1i1/2) = (D? + 1/4), pelo que

p

() — uy(z) = —sin (g) = (D — i1/2)(D + i1/2)(D? — 1)u,(z) = 0.
A solucdo geral desta equacao homogénea “aumentada” é

up(r) = Ae” + Be™* + C'sin (g) + D cos (g) )

da qual os termos Ae® + Be™™ correspondem a componente homogénea da equacdo
original, com operador (D! —1), e portanto a componente particular ndo homogénea



é C'sin (£) + Dcos (%) para constantes C' e D que temos que agora determinar.
Substituindo na equagdo original ndo homogénea temos entao

(e () s () (i) s (G a5

ou seja

—% sin (g) — %cos <§> — (C'sin (g) + D cos (g) =

5C . <a:> 5D (3:)_ ) (a:)
4sm2 4c0s2—51r12,

concluindo-se, portanto, que C' = 4/5 e D = 0. A fungo u,(z) = £sin (%) é

assim uma solugdo particular ndo homogénea da EDO de segunda ordem, e portanto
também uma solugdo particular ndo homogénea, apenas dependente de x, da EDP
original. Observe-se, por fim, que ela satisfaz as condi¢bes de fonteira u(0,¢) =0 e
g—;(ﬂ',t) = 0, pelo que podemos descartar a componente homogénea Ae* + Be™*,
que ndo serd necessdria para ajustar a solucdo particular nao homogénea as condicdes

de fronteira.

A solucao do problema n3o homogéneo resulta da soma de uma solugdo particular
nao homogéna, obtida na alinea anterior, a todas as solu¢des do problema homogéneo

ou  O*u
Palle— = — =
C D5 = o W
com as mesmas condicdes de fronteira homogéneas,
ou
0,t) =0 ——(r.t) =0
u(0,1) e oo(mt)=0,

que resolveremos agora pelo método de separacdo de varidveis, construindo uma
solugdo por combinagdo linear (eventualmente infinita) de solugdes mais simples, da
forma u(z,t) = X(x)T'(t), para 0 < z < m et > 0. Substituindo na equagdo
diferencial parcial homogénea obtemos

(1 +E)X@T() = X'(@T() - X@T(0) & (+8) i +1= 3.

Esta igualdade sé é possivel se as fungdes dos dois lados da igualdade, de varidveis
diferentes = e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é
equivalente ao sistema seguinte, onde A é um nimero real qualquer

{ T'(t) = S T(?)
X"(x) = AX(z) =0.

A primeira equagdo é uma equagdo linear homogénea para T'(t), cuja solugdo geral é
T(t) = AeX-Darctant com A € R,
A expressao para as solugcoes da segunda equagao depende do sinal de . Temos

BeY® 4 Ce=VAe se A >0
X(x)=< Bx+C seA=0
Bceosv—Az+Csenv—Ar se A <O.



[5,0 val]
[5,0 val]

(a) Determine a matriz e

(b) Resolva o problema de valor inicial y’ = Ay + b(t), y(0) = (0,0,1,2), com b(t) =

onde B, (' s3o constantes reais.

As condices de fronteira homogéneas u(0,t) = 2%(r,¢) = 0 para as solucdes da

Ox
forma X (z)T'(t) ndo nulas implicam que

X(0)=0

X(0)T(t) = X'(m)T(t) = 0 = { X = 0

Impondo estas condi¢des as solu¢des X (x) determinadas acima temos
(i) Para A > 0:

B+C=0 o B=0
\/XB@‘E7r = \/XC’B*‘R’r =0 C=0

L5

B=0 B=0
{ Cv—=XcosvV/—Am =0 {:){ C =0 ou \/—Aﬂ:g—i-mr

(i) Para A = 0:

0
0

(iii) Para A < 0:

donde obtemos os valores préprios A, = —(n + %)2 negativos, com

n = 0,1,2,---, e as correspondentes fun¢des préprias ndo nulas X, (z) =
C'sen ((n+ 3)z).

As solugBes nio triviais da equacdo diferencial da forma X (z)7'(t) que satisfazem as
condicoes de fronteira sdo portanto as fun¢des da forma

Asen (2n i 1:[;) 6_((%)2—%1) arctant
2

comAeRen=0,1,2,....

Portanto, para concluir, a solucao geral do problema nao homogéneo resulta da soma
da solugao particular ndo homogénea determinada na alinea anterior, a “combinacao
linear infinita” das solugdes homogéneas obtidas agora por separacdo de variaveis

u(z,t) = Zsin (g) +Y aysen (2”; 11;) o~ ((251)241) arctant.
n=0

5

2. Considere a matriz

6 0 0 O
-2 6 0 0
A= 0 -2 6 O
0 0 -2 6

At

(0,3¢5,0,0).



Solucao:

(a) A matriz A pode ser escrita como

6 0 0 0 -3 0 0 0
-2 6 0 0 _ 1 -3 0 0
0 -2 6 0 0 1 -3 0|’
0 0 -2 6 0 0 1 3
onde, chamando J a matriz,
-3 0 0 0
1 -3 0 0
J = 0 1 -3 0|’

se tem evidentemente uma forma candnica de Jordan (com a convengdo da sub-
diagonal de 1 estar por baixo da diagonal principal, em vez de por cima... mas é
totalmente equivalente).

Portanto,

At —2Jt _

AL — o J(—2t) Ji

e =e’",

em que faremos t = —2t. Escrevemos entdo a exponencial da forma canénica J para
a variavel t a qual, no final, substituiremos por —2t. Assim

1 0 00
. -1t 1 00
Ji_ =3t |2
N - A ]
B2~
L
donde, por fim,
1 0O 0 0
2t 1 0 0
At _ J(=2t) _ 6t
e =¢ 1oz —2t 1 0
S5 22 -2 1

Alternativamente, a resolucdo desta alinea também podia ser feita (como na prova
da exponencial dum bloco de Jordan) decompondo a matriz A na forma

A=6I+ N,
onde
0 0 0 0
-2 0 0 O
B = 0 2 0 0
0 0 -2 0

€ uma matriz nilpotente. De facto, verifica-se que

N* = 0.



Consequentemente, a série exponencial de eV é finita:

12 3
eM=T4+tN+ —N?+ N3
2 6
Calculando as poténcias de N, obtém-se
0 00O 0 0 00
0 00O 0 0 0 0
2 _ 3 _
BT = 4 0 0 0f”° = 0O 0 00
0 4 00 -8 0 0 0
Logo,
1 0 0 O
Nt _ —2t 1 0 0
202 =2t 1 0
53 22 -2t 1
Como A =6 + N e I comuta com NN, tem-se
eAt — €6t€Nt‘
Conclui-se desta forma também que
1 0 0 0
—2t 1 0 O
At __ 6t
T e 2t 1 0
—5t5 22 -2t 1

A solucdo deste sistema linear ndo homogéneo é dada pela férmula de variagdo das
constantes:

y(t) = ety (0) 4 e /Ot e~ *b(s) ds.

A resolucdo consiste simplesmente em substituir a exponencial determinada na alinea
anterior e efectuar os calculos.

Para a parte homogéna da solugao tem-se

(2 — 2t)e’

Para a parte da solucdo particular ndo homogéna comegamos por calcular

1 0 0 0 0 0

2s 1 0 0| |3efs 3
—As ___—b6s _
eTb(s) =€ 10n 90 1 ol | o | T | 6s

463 242 25 1 0 652

3 L
pelo que integrando agora termo a termo

t
_As 3t
/OeAb(s)ds— a2
2t




a qual, multiplicando por e?, da

0 0
t 6t
3t 3te
At —As _ At _
e /Oe b(s)ds =e az| = | g2t
2t3 235t

A solucao completa obtém-se, finalmente, somando as duas componentes,

0
3tebt
Y(t) = (1 _ 3t2)66t

(2 — 2t + 2t3)e



