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INSTRUCOES

As respostas devem ser escritas a caneta. Testes a lapis nao permitem revisdo de prova.

N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de equipamentos
electrénicos, incluindo maquinas de calcular

A utilizacdo de telemdveis/smartphones é totalmente proibida. Devem estar desligados e
arrumados durante toda a duragao da prova.

Justifique as suas respostas e apresente todos os calculos.
Classificacdo de 0 a 20.

Duragdo: Exame - 2 horas e 15 minutos. Testes - 45 minutos.




[5,0 val]

[5,0 val]

[7,0 val]

[3,0 val]

TESTE 1

. Seja M a superficie definida por {(z,y,2) e R® :y =22, 2 > 0,2 < 1, 2 < 7} e seja

F : R? — R? o campo vetorial dado por

F(z,y,2) = (z,y2,y2).

(a) Usando o teorema de Stokes calcule o fluxo do rotacional de F através de M

/ rot F - vdS,
M

escolhendo a orientacdo da normal unitaria ¥ com segunda componente positiva.

(b) Confirme o resultado da alinea anterior calculando o fluxo do rotacional de F direta-
mente pela definicao.

. Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo de

G(Qf,y, Z) = (—Qf,y,Z).
através da superficie
S={(r,y,2) eR*: (\/a2+y2—3)>+ (2 —3)* =1, 2 < 3},

com a normal unitaria orientada com a terceira componente negativa.

. Seja 2 € R™ um dominio limitado, com fronteira 02 regular, nas condi¢des do teorema

da divergéncia, e sejam u,v € C?*(R") funcBes escalares que satisfazem condicbes de
Neumann iguais na fronteira de 2, isto &, tais que as derivadas direccionais 2% e 2 na

ov ov
direcdo v normal a 0f, sdo iguais. Prove que, entdo, tem-se

/QA(u —v)dV = 0.



TESTE 2

[7,0 val] 1. Efetuando a mudanca de varidvel v = 3°, determine explicitamente a solucdo do problema

de valor inicial 0
/ y - = 1

v = 10y4t

e indique o seu intervalo maximo de definicao.

y(2) = V2,

2. Considere a equacao diferencial auténoma

dy _ (4y —y*)log(y + 1)

dt y—3
[2,0 val] (a) Determine os pontos de equilibrio.
[3,0 val] (b) Esboce o campo de diregGes e trace os diferentes tipos de graficos das solugdes.
[2,0 val] (c) Indique, justificando, qual o tipo de estabilidade dos pontos de equlibrio.

3. Considere o problema de valor inicial
y' = -4Vt y(to) = vo

[3,0 val] (a) Estude a existéncia e unicidade no caso em que tp =0 e yp = 1.

[3,0 val] (b) Determine, justificando, para que valores de ¢, e yo consegue garantir existéncia e
unicidade globais.



TESTE 3

1. Considere o sistema de equacoes diferenciais ordinarias

¥=2r—y
Y =x+2y

[3,0 val] (a) Determine a correspondente solugdo matricial principal em ¢ = 0.

[3,0 val] (b) Obtenha a solugdo do problema de valor inicial com condi¢des iniciais (x(1),y(1)) =
(3,-2).

[4,0 val] 2. (a) Determine o desenvolvimento em série de Fourier de cosenos de f : [0, 7] — R dada
por

€Tr) =
/(@) r—5 se w/2<x<n

{—x se 0<z<m/2

e indique, justificando, a soma da série para cada = € R.

[3,0 val] (b) Use a série trigonométrica da alinea anterior para, num ponto x adequado, determinar

o valor da soma de
Z :
(2n 1)2'

n=1

[3,0 val] 3. (a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea
1 1
! _ 1 - / - — O
Y ( + t) Y+ ty
procurando solucdes da forma y(t) = at + b e y(t) = e, para constantes a,b e A
adequadas.
[4,0 val] (b) Obtenha a solugdo do problema de valor inicial

1 1
Y — <1 + Z) Y + oY= —te!,  y(1)=0, y(1)=e



