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INSTRUCOES

As respostas devem ser escritas a caneta. Testes a lapis ndo permitem revisdo de prova.

N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta nem de equipamentos
electrénicos, incluindo maquinas de calcular

A utilizagdo de telemdveis/smartphones é totalmente proibida. Devem estar desligados e
arrumados durante toda a duragao da prova.

Justifique as suas respostas e apresente todos os calculos.
Classificacdo de 0 a 20.

Duragdo: Exame - 2 horas e 15 minutos. Testes - 45 minutos.




TESTE 1

1. Seja S C R? a superficie

S={(r,y,2) eER®*: 32> +y+ 322 =12, 0<y <9}

[6,0 val] (a) Use o teorema da divergéncia de forma conveniente para calcular o fluxo do campo
vetorial
F(z,y,2) = (xsenz,y, cos z),

através de S, na direcdo da normal com a segunda componente negativa.

[6,0 val] (b) Use o teorema de Stokes para calcular o fluxo do rotacional de
G(z,y,2) = ((y + D)z, (2y2)™, = (y + 1)),
através de S, na direcdo da normal com a segunda componente positiva.
2. Considere o conjunto

M={(z,y,z,w,u) ER*:2* + 22 =4, w*+u*=9, —-2<y<?2}.

[2,0 val] (a) Prove que M é uma variedade e indique a sua dimens&o d.
[2,0 val] (b) Indique uma parametrizagdo para M.
[4,0 val] (c) Determine o correspondente elemento de volume d-dimensional e calcule o valor do

integral fM f sobre M em que f é o campo escalar dado por

fla,y, z,w,u) = y*uwl.
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TESTE 2

1. Determine para que valores da condic3o inicial y(1) = yo € R é que a correspondente

solucdo da equacdo
dy  cost—tsent —y

dt t ’
tem limite lim; o+ y(¢) finito e indique qual o valor do limite, nesses casos.

. Considere a equacdo diferencial ordinaria

(a) Determine todas as solugdes da forma y(t) = mt, com m € R.

(b) Esboce o campo de direcgBes e trace os respectivos tipos de solugdes. (Sugestdo:
Comece por procurar pontos do dominio da equacdo em que as derivadas das solucdes
tém valores determinados, e use também o resultado da alinea anterior.)

(c) Faga a mudanga de varidvel v = y/t e verifique que transforma a equagdo dada numa
equacao separavel.

(d) Resolva explicitamente o problema de valor inicial y(—1) = 0 e indique o seu intervalo
maximo de definicdo.

. Considere uma equacdo diferencial ordinaria, de primeira ordem, auténoma

com f : R — R de classe C*°(R). Suponha que a equagdo tem apenas dois pontos de
equilibrio, f(a) = f(b) = 0, com a < b. Prove que, qualquer que seja a condi¢go inicial
y(to) = yo, com tg € R e a < yp < b, existe solugdo, é lnica, e o seu intervalo maximo
de defini¢do é t €] — oo, +00|.



TESTE 3

[6,0 val] 1. Sabendo que e? é solucio da correspondente equacio homogénea, determine a solucio

geral de
y" — 6y" + 13y’ — 10y + 6 = 13t — 5t% + 2.

[7,0 val] 2. Determine a solugdo do problema de valor inicial para o sistema

¥=3x+y
Y =3y +w+ 23
2 =324 2w — 3

w' = 3w + €3,

[7,0 val] 3. Use o método de separacdo de varidveis para determinar a forma geral das solu¢bes do
seguinte problema de valor de fronteira,

( Ou 0%u 5u
o) - 1,t
5 (t+ )8x2 P O<z<1l,t>0

ou
t) = —(0.¢ t

u(0,t) = 5-(0,%) >0,

ou
1,t) = —(1.¢ t > 0.
\U(,) 833(7) >




