FORMAS DIFERENCIAIS E O TEOREMA DE STOKES

1. INTRODUCAO

O objectivo destas aulas é explicar o enunciado do Teorema de Stokes (ou teorema
fundamental do célculo para integrais em variedades) e demonstra-lo. Este Teorema
afirma o seguinte:

) /M+ = /8M+ .

Na férmula anterior M é uma variedade de dimensdo k (com 1 < k < n) em R”
compacta com bordo OM . O bordo de uma variedade-k é uma variedade de dimens3o
(k — 1) que pode ser vista como uma espécie de "fronteira intrinseca”®. Por exemplo
se M = {(z,y,2) € R3: 2% + y> + 22 = 1,2 > 0} é o hemisfério superior de uma
superficie esférica, OM = {(x,y,0) € R®: 2% + y? = 1} é o equador.

Na férmula (5.2.1), + designa uma orientacdo de M e também a respectiva ori-
entagdo induzida no bordo OM, w é uma forma diferencial de grau (k — 1) (veremos
que s3o estes 0s objectos que faz sentido integrar numa variedade-(k—1)) e dw designa
a sua derivada exterior, que é uma forma diferencial de grau k.

Em R? e R3, o Teorema admite formulaces mais elementares em termos de integrais
de campos vectoriais em linhas e superficies. Estas formula¢des particulares chamam-se
os Teoremas de Green, da Divergéncia e de Stokes? (este dltimo trata o caso em que
M ¢é uma superficie em R?).

Note-se também que, como acontece em qualquer versao doTeorema Fundamental
do Célculo, a férmula (5.2.1) relaciona o integral da derivada de algo com a soma
(ou integral) desse algo sobre a "fronteira”do dominio de integragdo da derivada -
compare-se com a férmula

f'(@)dz = f(b) = f(a).
[a,b]

Veremos na realidade que a férmula (5.2.1) se deduz a partir da férmula anterior e que
por sua vez, esta Ultima é um caso particular de (5.2.1).

2. COMPLEMENTOS DE ALGEBRA LINEAR

Recorde-se que um espacgo vectorial real é um conjunto V' munido de duas operagdes:

multiplicagdo por escalar R x V' — V notada (a,v) — av e soma V x V v que
se escreve (v,w) — v + w, satisfazendo certos axiomas (comutatividade da soma,
distributividade em relacdo a multiplicacdo por escalar, etc.)

Escrevemos L(V,W) para o conjunto das transformacdes lineares V. — W. E
imediato verificar que definindo a soma de duas transformagdes lineares f e g por

(f +9)(v) = f(v) +g(v)

e a multiplicagdo por escalar por

(af)(v) = af(v)

obtemos em L(V, W) uma estrutura de espago vectorial.

156 ¢ a fronteira quando a dimensdo da variedade é n uma vez que a fronteira de uma variedade
M C R™ de dimensdo k < n coincide com o seu fecho.
2A férmula (5.2.1) é por vezes chamada o Teorema de Stokes generalizado.
1
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2.1. O dual de um espaco vectorial.

Defini¢do 2.1.1. O dual de um espaco vectorial V' é o espaco vectorial V* = L(V,R).
Os elementos de V* chamam-se funcionais lineares em V.

Se f € V*, temos f(a1v1 + ... apvy) = a1 f(v1) + ... + a, f(vy,) para quaisquer
a; € Rewv; €V logo um funcional linear é completamente determinado pelos valores
que assume numa base de V.

Exemplo 2.1.2. Exemplos de funcionais lineares.

(i) Um elemento de (R™)" é uma funcdo da forma (z1,...,Tn) v a101+. . .+an Ty,
com a; € R.
(ii) Se f: R™ — R é uma funcdo diferencidvel em x € R"™, entdo a derivada D f(z)
é um elemento do dual de R™.
(iii) SeV € o espago vectorial das funcées continuas de [0, 1] em R, a aplicacioV — R
dada por

fn—>/0 ft)dt

€ um elemento de V*. Para obter um exemplo com V' de dimens3o finita podemos
restringir o funcional a um subespaco de dimensdo finita de V', por exemplo, o
espago dos polinémios de grau menor ou igual a um nimero fixo N.

Definicdo 2.1.3. Seja {vi,...,v,} uma base de V. A base dual de V* é {p!,... ¢©"}
onde ' designa o funcional linear determinado pela formula:

; 1 sei=j
i) = ’
#'(v) {0 se i # j.
A terminologia da definicdo anterior € justificada pela proposicdo seguinte.

Proposicao 2.1.4. Dada uma base {v1,...,v,} de V, os elementos {p',... ©"} da
Definicdo 2.1.3 formam uma base de V*.

Demonstragcdo. Dado f € V*, o funcional

Flo)e! +...+ fon)e"
toma os mesmos valores que f na base {v1,...,v,} e portanto coincide com f. Isto
mostra que o conjunto {p!,... "} gera V*.
Para ver que o conjunto é linearmente independente suponhamos que a; € R s3o
escalares tais que a1p' + ...a,¢" = 0. Avaliando este funcional no elemento v;
obtemos

O=a;-0+... 401 04+a;-14+a;41-04+...+0a, - 0=04
e portanto {¢!,..., "} é um conjunto linearmente independente. O

Note-se que a demonstragdo anterior inclui um procedimento para exprimir qualquer
funcional em termos de uma base dual: o coeficiente de f segundo ¢* é f(v;).

Tem particular importancia a base dual da base canénica {eq,...,e,} de R", que
denotamos por {e!,...,e"}. Por definicdo temos
e'((z1,...,x,)) =z

e, portanto a base dual da base candnica de R™ é constituida pelas fun¢des coordenadas.
Isto é, as coordenadas cartesianas sdo a base dual da base canénica de R"!
Com esta notagdo, se f: R™ — R é uma funcdo diferencidvel temos que
of of

(2) Df(w) = go-(w)e! -+ oo (a)e.

A fungdo que associa a cada z este elemento do dual de R™ é um exemplo de uma
forma diferencial de grau 1, como veremos em breve.
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2.2. Tensores covariantes.

Definicao 2.2.1. Sejam V1,...,V,, e W espacos vectoriais. Uma aplicagdo
fVix--xV,=>W
diz-se multilinear se

for, ... av; + Bwi,y ... vn) = af (v, .o,y 0n) + Bf (V1o Wiy, U)
para todos os vj,w; € V; e o, € R. Isto é se é linear em cada varidvel quando
as restantes sdo fixadas. O conjunto das aplicacées multilineares é designado por
L(Vi,...,Vy; W),

SeVi=...=V,=V eW =R, escrevemos T*(V) em vez de L(V,...,V;R).
Os elementos de T*(V') chamam-se tensores-k em V (covariantes).

Note-se que L(Vi; W) é o que antes chamamos L(V;, W) e que T1(V) = V*.
E imediato verificar que L(V7,...,V,; W) é um espaco vectorial com as operacdes
definidas analogamente ao que foi feito para L(V, W):

(f+9) (v, yon) = flur, - om) +g(vr, .. 0n)

(af) (1, vn) = af(v1, ..., 0,).

Alguns exemplos de tensores devem i ser familiares.

Exemplo 2.2.2. Exemplos de tensores.

(i) Um produto internoem V, {, ): V. x V — R é um elemento de T?(V).

(ii) Sendo v; vectores de R™ e denotando por [v1 - - v,| a matriz que tem por colu-
nas os vectores v;, a aplicacdo (vy,...,v,) > det[vy ---v,] é um elemento de
T(R™).

Um exemplo de uma aplicacdo multilinear com valores em R™ é dado pela derivada
de ordem-k de uma funcdo f: R™ — R™. Este exemplo é desenvolvido nos exercicios
desta sec¢do (ver o Exercicio 2.4.6).

H4 uma maneira natural de " multiplicar” um tensor-k e um tensor-/ de forma a obter
um tensor-(k 4 1) que agora definimos.

Definicdo 2.2.3. Seja V' um espaco vectorial, o € T*(V) e+ € TH(V). O produto
tensorial de o e 1) é o elemento ¢ @ 1 € T*TL(V') definido pela expressdo
(@ Y)(v1,. . vk, w1, ..., w) = @(v1, ..., 06)0(w1, ..., w).

Proposicao 2.2.4. Propriedades do produto tensorial.

(1) (Bilinearidade). A aplicacio T*(V)xTY V) — T*+Y(V') definida pelo produto

tensorial € bilinear.
(2) (Associatividade). Dados ¢ € T*(V),p € T{(V) e x € T™(V), tem-se
(P@Y)@x =0 (Y®X).

Demonstracdo. Exercicio. O

A demonstracdo da seguinte proposi¢cao é muito semelhante a da Proposicao 2.1.4
e fica como exercicio.

Proposicao 2.2.5. Se {¢!,...,¢"} é uma base de V*, uma base para T*(V) é dada
por

{P" @b @ @p*: 1 <iy,..., i, <nl}.
Em particular, dim T*(V) = dim(V)*.

Note-se que ndo ha ambiguidade na descricao da base acima devido a associatividade
do produto tensorial. Para fixar ideias é bom vermos um exemplo simples.
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Exemplo 2.2.6. A proposicio acima implica que {e' @ e el ® e? e’ ® el , e’ ® e?} ¢
uma base para T2(R?), onde, por exemplo, € ® e* é a funcio R* — R definida pela
expressio

(e*®e")(z1,22,y1,¥2) = 291

2.3. Tensores alternantes. Estamos particularmente interessados em certos tipos de
tensores para os quais o determinante considerado acima no Exemplo 2.2.2 é o protétipo.

Defini¢do 2.3.1. Um tensor ¢ € T*(V) diz-se alternante se®

U1,y Vi3 Vs, ) = —@(V1, Vs oo, Uy, V).

O conjunto dos tensores-k alternantes é denotado por A*(V).

E imediato verificar que os tensores alternantes formam um subespaco linear de
T*(V). E também claro que o determinante (ver Exemplo 2.2.2) é um elemento de
A™(R™).

Definicdo 2.3.2. Uma permuta¢do do conjunto X,, = {1,...,n} (com n um natural)
€ uma bijeccdo de X,, em si mesmo. O conjunto das permutacées é denotado por 3.,,.

No conjunto X, estd definida uma operagcdo - a composicdo de aplicagdes - que
é associativa, tem elemento neutro - a identidade - e inversos - o inverso de uma
permutacdo é a funcdo inversa. Uma tal estrutura algébrica chama-se um grupo e por
isso referimo-nos a X,, como o grupo das permutagées.

Os elementos mais simples de %,, (depois da identidade) s3o as transposicSes que
se limitam a trocar dois elementos. Pode provar-se que qualquer permutagao se pode
escrever como um produto de transposicdes e que na realidade a paridade do ndmero de
transposicdes numa factorizagdo de o € X, estd bem definido (ver o Exercicio 2.4.8).
Se

C=T1...Tm

com T; transposicoes, define-se o sinal de o por
sgn(o) = (—=1)™.
Note-se a seguinte consequéncia imediata desta definigdo
sgn(op) = sgn(o) sgn(u).

E usual usar a seguinte notagao para uma permutagio:

<1 2 ... n)
g = . . .
Zl ZQ e ’Ln

designa a permutacdo tal que o(j) = i;.

Exemplo 2.3.3.
12 3y (1 2 3\(1 2 3
2 3 1) \1 3 2)\3 21

fant 123_1
portantosgn |, o ;) =1L

E uma consequéncia da definicio de sinal de uma permutacdo que o sinal de o
coincide com o determinante da matriz de permutagao representando a transformagao
linear que envia o i-ésimo vector da base candnical no o (i)-ésimo. Esta ndo é no entanto
uma boa alternativa para a definicdo de sinal uma vez que a definicdo de determinante
usa o conceito de sinal de uma permutag3o...

3Convenciona-se que a condigcdo seguinte é vazia quando k = 1, isto é que todos os elementos do
dual sdo alternantes.
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E claro da Defini¢3o 2.3.1 e da defini¢do de sinal de uma permutagdo que ¢ € A*(V)
sse, para todo o o € ¥, tivermos
(p(vo(l)a s avo(k)) = sgn(a)go(m, s ,’Uk).

Vamos agora definir uma projec¢do de 7%(V) no seu subespaco A¥(V) o que nos
permitird definir uma multiplicacdo entre tensores alternantes a partir do produto ten-
sorial.

Definicdo 2.3.4. A aplicagio Alt: T*(V) — T*(V) € definida pela férmula
1
Alt(p)(vy, ..., 0,) = o Z sgn(0)P(Vo(1)s - - > Vo(n))-
oEX,

Proposigdo 2.3.5. A aplicagdo Alt é uma projeccdo de T*(V) em A*(V'). Isto é,

(i) Alt(T*(V)) c AR(V),

(i) Se p € AF(V), entdo Alt(p) = ¢.
Em particular, Alt? = Alt.

Demonstracdo. Dado ;1 € ¥y, e p € AF(V) temos

1
SD(Uu(l)v v 7Uu(k)) = E Z Sgn(a)w(vo’u(l)a s 7vou(k))
T oETL

1
= sgn(u)g Z sgn (o) P(Vop(1)s - - > Vop(k))
’ opUEXy
= sgn(p) Alt(p)(v1, ..., v%)-
onde usdmos que, para u fixo, a aplicagdo X — X dada por o — opu € bijectiva pelo

que podemos indexar a soma por oy em vez de o. Isto prova (i). Por outro lado, dado
o € A¥(V), temos

1
Alt(g&)(’(}l’ s ,’Uk) = E Z Sgn(U)QD(UU(l), s 7U0'(k?))

oEX

= % Z sgn(o)sgn(o)p(vi, ..., vk)

" oESL
1 |
= Ek.gp(vl, coyUg) = (U1, -, V).
onde, na segunda igualdade usdmos o facto de ¢ ser alternante, e, na terceira, o facto
de ¥, ter k! elementos. O

Consideremos um exemplo para fixar ideias.

Exemplo 2.3.6. Dados p,v € V* ev,w € V temos

Al @) (0, 0) = 5 (9 ®(o,0) — 9@ U(w,0)) = 5 (P(IHw) ~ Y(E)P(w)).

Analogamente, dados p,v,x € V* e v1,v9,v3 € V, temos

Alt(p ® Y @ x)(v1,v2,v3) = %Z sgn (o) ® P @ X(Vo(1), Vo (2), Vo (3))
T oens
= % (p(v1)Y(v2)x(vs) — (v2)P(v1)x(vs3) — P(vs)(v2)x(v1)—
p(v1)Y(vs)x(va2) + @(v2)(vs)x(v1) + @(v3)(v1)x(v2))
1 |e(01)  @(v2)  @(vs)
= 61/1(01) Y(v2)  P(vs)
x(v1)  x(v2) x(v3)
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O exemplo anterior pode facilmente ser generalizado no seguinte resultado que, tendo
em conta a Proposi¢cdo 2.2.5, descreve completamente o efeito da projeccdo Alt numa
base de T*(V).

Proposicdo 2.3.7. Dados p; € V* ev; € V, Alt(p1 ®@ -+ @ i) (v1,...,vx) € dado
pelo determinante da matriz (;(v;) )1<i,j<k multiplicado por ;.

Demonstracdo. Exercicio. 1

Note-se em particular que, aplicando a proposicao anterior a base dual da base
candnica de R™, temos que Alt(e"t ® ---e'*) se calcula multiplicando o determinante
da matriz k x k formada pelas componentes i1, ...,4; dos k vectores dados por j:%.

Vamos agora usar a projeccdo para definir um produto entre tensores alternantes.

Definicdo 2.3.8. Dados ¢ € A¥(V) e € AL(V), define-se p Ay € A*+L(V) por

(k+1)!
k!
A constante multiplicativa é uma convengdo e destina-se a eliminar o factor que
apareceu a multiplicar pelo determinante no exemplo anterior.

ONY = Alt(p ® v).

Proposicdo 2.3.9. Sejam ¢ € A*(V), ¢ € AL(V) e x € A™(V).
(i) A aplicagio N: AF(V) x AL(V') — AKTL(V') € bilinear.

(i) o N = (=1)Fp A gp.

(iii) o N (W AX) = (0 A ) Ax = Gt Alt(p @ ¢ @ x),

Demonstragdo. (i) E imediato das definicdes (exercicio).
(ii) A demonstracdo é muito semelhante a da Proposicdo 2.3.5(i). Seja pu € g4y a
permutacdo que coloca os primeiros k naturais nas Gltimas k posi¢oes. Isto €,

. i+l sel<i<k,
p(i) =4 . )
i—k sek+1<i<k+I.

Esta permutacdo pode escrever-se como um produto de kl transposicdes: comecamos
por mover 1 para a direita | posicdes trocando sucessivamente posicSes adjacentes,
depois fazemos o mesmo com 2, etc... Assim sgn(u) = (—1)**!. Note-se agora que
R YV -y Uy kg 1y -+ Vktl) = U @ @(Vp(1)s - - - > Up(h4)) € POrtanto
k+ D)
eAp(vL, . vkp) = ( k'l') Alt(p @ ¥)(v1,. .., vkt1)
= k!l Z sgn(0)(p @ V) (Vo (1), - + - » Vo (k41))

0EX 41

= Kkl Z sgn(op)(© @ V) (Vopu(1)s - - Vop(kt1))

0EX 41

= k!l Z sgn(o) sgn(p) (v @ ©)(Va(1)s - -+ s Vo (kt1))

0EX k4

= Elllsgn(u) Y sgn(0)(® @ @) (o), s Vo(ks)

TEX k41
= sgn(uy Ap = ()Mo .

(ii) O ponto essencial da demonstracdo é que se p € T*(V) é tal que Alt(p) = 0
entdo para todo o 1) € T*(V) temos Alt(¢ ® ) = 0 (em Algebra diz-se que o niicleo
de Alt é um ideal para o produto tensorial). Vejamos como demonstrar a férmula
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pretendida assumindo por momentos que isto é verdade. Como Alt é uma projecgdo
temos, para todos os p, 1,

Alt (go/\z/J— (kk—:_ul)!gaémb) 0.
Portanto,
enwan) = S (s 0 a )
= Sraag Ao (v Gpven) « P ve )
- %Zfﬁ?A“@®(%K?W®O)
= g%%%fﬂAM¢®w®n

e da mesma forma vemos que

(k+14m)!
Wity AMile @Y ©x).

Para completar a demonstracdo suponhamos entdo que ¢ € T*(V) é tal que
Alt(¢) = 0 e seja ¢p € TY(V). Precisamos de ver que para qualquer (k + [)-tuplo
de vectores vy,...,vp4; € V, se tem

(pAY)AX =

(3) > sgn(0)@(Ve(1)s - Vo)) (Vo (kg 1)s - - Vo(rrr) = 0.
CEX K41
Vamos organizar esta soma de forma a escrevé-la como uma soma de termos que
sao claramente nulos. Para tal notemos que qualquer permutacdo o € Yj4; pode
ser escrita de forma dnica como a composicdo de uma permutacdo a(o) que fixa os
dltimos [-indices seguida de uma permutacio 5(o) que envia os primeiros k naturais no
conjunto {o(1),...,0(k)} C{1,...,k+1} de forma crescente (isto é o = B(c)a(0)).
Por exemplo, se k = 3,0(1) = 7,0(2) = 3 e 0(3) = 6, teriamos 5(1) = 3,5(2) =
6,8(3) =T7e (i) =o(i) para i > 3.
A soma no termo esquerdo da equagio (3) é ent3o igual a

> sen(B(0) sen(a(0)(Va(0)(a(0)1)s - - » VB(o) (@) ()L (VB(@) (k1) -+ - V(o) (k1)) -
0EX 4

Os termos da soma anterior correspondentes a permutacdes o que enviam k+1, ..., k+I
num [-tuplo (j1,...,Ji) de elementos de {1,...,k+1} fixo tém (o) = 3 sempre igual.
Escrevendo w; = vg(;) e notando que a (o) é uma permutagdo arbitrdria dos primeiros
k indices (que abreviamos por «) temos que a soma destes termos é

sgn(B(0))Y(Vs(o)(k+1)s - -+ > Va(o) (k1)) <Z Sgn(a)sﬁ(wau),-~-,’wa(k))> =

aEXy

o que conclui a demonstrag3do. O

Note-se a seguinte consequéncia importante do ponto (ii): Se ¢ € A¥(V) com k
impar, temos p Ap = (—1)p Ap =9 A =0.

Teorema 2.3.10. Se {¢1,...,pn} € uma base para V*, entdo
(4) {g@il/\.../\(p,;k:1§i1<...<ik§n}

é uma base para A*(V).
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Demonstracdo. Pela Proposicdo 2.3.9 (ii) a troca de ordem dos factores no produto
A afecta, quando muito, o sinal do resultado. Logo o conjunto acima tem a mesma
expansao linear que

{Qiy Noo o Nyt 1 <diq, oo yii < nb.
A Proposicdo 2.3.9(iii) implica (por indugdo) que

logo o conjunto (4) tem a mesma expans3o linear que a imagem por Alt da base de
T*(V) obtida na Proposi¢do 2.2.5. Conclui-se que (4) é um conjunto que gera A*(V).

Para ver que (4) é um conjunto linearmente independente considere-se uma base
{v1,...,v,} de V tal que

(v;) 1 sei=y,
(1) =
pilti 0  caso contrério.
A existéncia de uma tal base (a base dual de {¢1,...,p,}) é uma consequéncia do
Exercicio 2.4.1 e da Proposi¢cdo 2.1.3.
Suponhamos que o, .. ;, € R sdo escalares tais que

Zail...ikwil A N, =0.

Aplicando esta combinagdo linear a (vj,,...,v;5,) com 1 < j; < ... < ji < n obtemos,
tendo em conta a Proposicdo 2.3.7, 04+ ...+ o, 5, +... +0=0. O

Note-se que, em particular temos A¥(V) = 0 para k > dim(V). Além disso,
dim A™(V) =1 se n = dim(V') e portanto, o determinante é uma base de A™(R").

2.4. Exercicios.

1. Sendo V' um espaco vectorial, hd uma aplicagdo natural ¢: V' — (V*)* definida por
t(v)(¢) = p(v). Mostre que
(a) ¢ é uma aplicagdo linear injectiva.

(b) ¢ é sobrejectiva sse V' tem dimens3o finita.

2. Mostre que se V' é um espaco vectorial de dimensio finitae (, ): VxV — V éum
produto interno em V, entdo a aplicagdo x: V — V* definida por x(v)(w) = (v, w)
é um isomorfismo.

3. Designando por M, (R) o espaco vectorial das matrizes n x n quadradas, mostre
que a aplicagdo x: M, (R) — T2(R™) definida por x(A)(v, w) = vT Aw (onde en-
caramos um vector de R™ como uma matriz coluna e o 7" em superscript designa
a matriz transposta) é um isomorfismo de espagos vectoriais. A que matriz cor-
responde o tensor e’ ® e/? A que matriz corresponde um produto interno em R”
dado?

4. Mostre através de um exemplo que, em geral, p @ ¥ # 1 @ .

5. Sejam Vi,...V,, e W espacos vectoriais. Dados ¢; € V;* e w € W, definimos
VIR @Y, @w € L(Vy,...,V,; W) pela férmula

(wl R QYU ®w)(U1; cee 7Un) = wl(vl) e wn(vn)w

(a) Mostre que se {goj} sdo bases de V* parai=1,...,n e {wy,...,w,} é uma
base de W ent3o uma base para L(V1,...,V,; W) é dada pelo conjunto

{Pl' @l ® - @l @w;}.
Em particular dim L(V, ..., Vy;; W) = dim(V; ) dim(Va) - - - dim(V;,) dim(W).
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(b) Mostre que a aplicagdo ¢: L(Vy, L(Va, W)) — L(Vy, Va; W) definida por
L(f)(v1,v2) = (f(v1))(v2)

é um isomorfismo de espacos vectoriais e generalize este resultado para aplicagoes
multilineares com mais argumentos.

6. Seja A um aberto de R™ e V' um espaco vectorial real de dimens3o finita m. Uma
base ordenada de V' determina uma aplicagdo x: V — R™ que a um vector v € V'
associa os coeficientes de v na base dada. Uma fun¢do f: A — V diz-se diferenciavel
emx € Ase xo f: A — R™ é diferencidvel em = € A e nesse caso a derivada de
fem x € A é a Unica transformagdo linear Df(z): R™® — V tal que x o Df(x) =
D(x o f)(x).

(a) Verifique que esta definicio é independente da escolha da base para V.
(b) Seja f: A — R™ uma fungdo diferencidvel. A funcdo derivada de f é a fungdo

Df: A — L(R",R™)

que a x € A associa a fungdo linear D f(z). A segunda derivada de f, notada
D2 f, é definida como sendo a derivada da funcdo D f no sentido definido acima.
Usando o exercicio anterior, a segunda derivada de f pode ser vista como um
elemento de L(R™ R™;R™). Escreva a segunda derivada em termos da base
para este espaco descrita no exercicio anterior (considerando a base {e’} para
(R")").

(c) Generalize a alinea anterior de forma a obter uma expressdo para a derivada
de ordem k de uma fungdo f: A — R™. O Lema de Schwarz garante que a
funcdo multilinear D* f € L(R",...,R™;R™) associada a uma func3o de classe
C* tem uma propriedade especial - qual?

7. Considere os seguintes tensores

a = 2e'+3e’+etc ANRY
B = 2e'rned—e? Aet € AP(RY)
n = e rne’t...+ertae? € AX(R™)

Represente nas bases candnicas os seguintes tensores alternantes:
(a) ana+28,anB, BAB, aANBAB,

(b) nA...An (produto com n factores).

Calcule ainda

6((0,1,-1,0),(1,2,1,-1)),

(e' ne® ne®)((1,0,4),(0,2,1),(-1,0,1)).

8. Este exercicio destina-se a mostrar que o sinal de uma permutac3do estd bem definido.
(a) Mostre que qualquer permutagdo pode ser escrita como um produto de trans-

posicoes.
(b) Dada uma fungdo de n varidveis f(z1,...,z,) e um elemento o € ¥,,, escreve-
mos o - f para a fungdo definida por (o - f)(z1,...,%n) = f(To(1), - To(n))-

Mostre que dadas o, u € ¥, se tem (o) - f =0 (- f).
(c) Sendo A(z1,...,2n) = [[i<icjcn(®i — x;) definimos I(c) € {*1} pela
férmula -
o-A=1I(0)A.

Mostre que I(ou) = I(o)I(u).
(d) Mostre que I(7) = —1 se 7 é uma transposi¢do e conclua que I(c) = sgn(o)
pelo que o sinal de uma permutacdo estd bem definido.
9. Demonstre a Proposi¢cdo 2.3.7.
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10. Dado um vector

v=uvle;+...+0v"%, € R"

definimos
wy =vle! +... +ov"e™ € AYR")
e
Qy=vie’ A ne” — (=) me AL e e AMTHR™).
Mostre que

(a)
(b)

(c)

()

Wy AQw = (v-wlel AL Aem.
Sen =3,
Wy A Wy = Qyxw-

Definimos o volume k-dimensional de um paralelipipedo gerado pelos vectores

Vi,...,VEp € R™ como o volume n-dimensional do paralelipipedo gerado por
Vi,.eoy Vi, Wki1,..., W, Onde 0s W; sdo ortonormais e perpendiculares a todos
oS Vij.

Mostre que o volume-k de um paralelipipedo é dado por /det(g;;) onde (gi;)
é a matriz k x k dada por g;; = v; - v;.

Em particular, os vectores vy, . . ., v, sdo linearmente dependentes sse det(g;;) =
0.

Sugestdo: Comece por considerar o caso k = n. Note que (g;;) = V'V onde V
é a matriz n x k que tem os vectores v; por colunas, logo esta matriz é invariante
se aplicarmos uma transformacg3do ortogonal as arestas do paralelipipedo.
Mostre que v1,..., vy sdo linearmente dependentes sse

Wy, Ao Awy, = 0.

Além disso wy, A ... Awy, = cdet onde c é o determinante da matriz n x n
que tem os vectores v; por colunas.

Sugestdo: Calcule (wy, A ... Awy, )(V1,..., VL)

O produto externo em R™ é a operagdo que associa a vi,...,v,_1 € R" o
vector w = vy X ... X v, _1 definido por

Qw =wy, Ao AWy, -

Mostre que esta aplicagdo define um elemento de L(R™, ..., R™;R"), que vy X
... X Vvpy_1 é ortogonal a cada um dos seus factores e que o seu comprimento é
o volume (n — 1)-dimensional do paralelogramo com arestas vi,...,v,_1.
Mostre que o produto externo em R™ é dado pela férmula

€] ‘o e,
1 n
Ul e Ul
Vi X ... XVp_1=
1 n
Un—1 Un—1

3. FORMAS DIFERENCIAIS

Seja U C R™ um aberto. Um campo vectorial em U é uma fungdo F:U — R".
E frequente nas aplicacdes (nomeadamente em Fisica) que estejamos interessados em
pensar no vector ﬁ(aﬁ) como um vector com origem em x € U. E este o caso por
exemplo quandon =3 e F modela um campo de forcas em U.

As formas diferenciais sao objectos do mesmo tipo que os campos vectoriais mas
que associam a cada ponto x € U um tensor alternante em R™. Nas aplicacoes é
frequentemente util imaginar que os argumentos do valor da forma diferencial em x s3o
vectores com origem em x e podemos entdo pensar numa forma diferencial de grau k
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como um objecto que associa um nimero a cada k-tuplo de vectores de R™ com origem
num ponto x € U dado.

3.1. A derivada exterior.

Definicao 3.1.1. Seja U C R™ um aberto. Uma forma diferencial de grau k é uma
funcio a: U — AF(R™).

Tendo em conta o Teorema 2.3.10, qualquer forma diferencial de grau k se pode
escrever na forma

o= g iy i (T)et AL A e
1< <. <ix<n

com fungdes «;, .4, : U — R unicamente determinadas. Na pratica sé estamos in-
teressados em considerar formas em que estas func¢des sdo de classe C™ (isto é tém
derivadas parciais continuas de todas as ordens) e por isso definimos

W) ={ D e (@er A Ae*ay i, € CO(U))
1<i1<...<ix<n

Convencionamos ainda que uma forma-0 é o mesmo que uma funcdo C*° em U, e
portanto

Q(U) = C>=(U).

E ainda usual denotar a forma-1 constante que a cada z € U associa o elemento
e’ € (R")* por dx;. Uma forma-k em U escreve-se entdo

o= Z iy i (@)dzy, AL AN dxy,

1<ig <...<ip<n

onde estamos a fazer j& uso do produto exterior de formas A: QF(U) x QYU) —
QFY(U) que é dado simplesmente pela aplicagio do produto A estudado na secgdo
anterior em cada ponto de U.

Exemplo 3.1.2. Em R? temos (além das formas-0 que sdo funcbes) apenas formas-1,
definidas por expressées da forma

u(z,y)de + v(z,y)dy

e formas-2 da forma
w(z,y)dz A dy.
Em R3 temos formas-1 da forma
u(z,y, z)de +v(z,y, 2)dy + w(x,y, 2)dz,
formas-2 com o aspecto
u(z,y, z)de AN dy +v(x,y, z)de AN dz + w(x,y, z)dy A dz

e formas-3 que se podem escrever na forma

u(z,y, z)dx A dy A dz.

Até dimensdo 3, podemos identificar qualquer forma diferencial ou com uma fungcio
escalar ou com um campo vectorial como veremos - e € isso que permite dar uma
formulacdo mais elementar do teorema fundamental do calculo dimensdo 3. Isto deixa
de acontecer para n > 4 no entanto: uma forma-2 em R?* tem seis coeficientes.

Vamos agora definir a derivada exterior que é uma operacdo que envia formas de
grau k em formas de grau k + 1.
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Definicao 3.1.3. Seja U um aberto de R™. Dada uma fun¢do f: U — R de classe
C®°, isto é, um elemento de 2°(U), definimos a sua derivada exterior df € Q' (U) pela
formula

=3 g
Dada uma forma-k

w = Z Wiy g (@)dzyy Ao AN day,

1<i1 <. <ik<n

definimos a sua derivada exterior pela férmula

dw = Z (dw“%)/\dx“ /\/\d:vzk

1<ii<...<ix<n

Note-se que a derivada exterior de uma fungdo é a fung3o derivada (ver a equagdo
(2)). Ainda mais particularmente, notemos que a derivada exterior de uma fungdo
coordenada é

o que justifica a notac3o introduzida antes para a forma constante igual a e’.

Exemplo 3.1.4. (a) d(cos(zy)) = —ysen(zy)dr — zsen(zy)dy.
(b) Uma vez que de ANdx = 0 e de AN dy = —dy A dx (ver Proposicdo 2.3.9(ii)) e
analogamente para as outras varidveis, temos

d((x2+y)dx+xzdy—(x—|—yz)dz) = dyANdx+zdr Ndy+ zdz Ndy —dx ANdz — zdy N dz
(z=1)dx ANdy —dx Ndz — (z + x)dy A dz.

(c) Mais geralmente, dada uma forma 1 em R3, temos d(Pdx + Qdy + Rdz) =

) )
(8—3 - %—5) dx Ndy + (%—I; — ‘g—}:) dx Ndz + (%—I; — a—?) dy N dz, enquanto que a

derivada de uma forma-2 em R® é dada por d(Pdx A dy+ Qdx ANdz+ Rdy Adz) =

(%_%+g—§>daﬁ/\dy/\dz.

Para calcular a derivada exterior usam-se frequentemente as seguintes propriedades.

Proposicdo 3.1.5. (a) d(a+ 3) = da+dpS.
(b) d(w A ) = (dw) A a+ (—1)*w A da onde k € o grau de w.
(c) d(dw) = 0.

Demonstracio. (a) E imediato da definico.
(b) Por (a), basta mostrar a férmula no caso em que w = f(z)dx;, A ... Adz;, e
a = g(x)dz;, A...ANdxj. Nesse caso temos

dwAa) = d(f(x)g(z)dziy A... Adziy, Ndzj, A ... Adxj,)

- Zn: < O (@)g(a) + f )2 (x)> o, Adzg, A Adwg, Adxg, A A dag,)

— ox, ox,
= df Ndx;, N Ndxg, Ao+ f(x)dg Adxg, AN dzg, Ndxg, AL A dx,
= dwha+ (—D*andgNdrj, A...A\dzy,.

(c) Pela propriedade (a), basta considerar o caso w = f(x)dz;; A ... Adx;, e pela
propriedade (b), uma vez que d(dz;, A ... Adx;, ) =0, basta ver que d(df) = 0.
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Este caso é uma consequéncia do lema de Schwarz:

_ ~of
d(df) = d(}_ amidxl>

Na expressdo anterior, os termos (i, j) com i # j cancelam aos pares pelo lema de
Schwarz uma vez que dx; A dz; = —dz; A dz;. Os termos com ¢ = j sdo nulos
porque dx; A dx; = 0.

O

Uma mneménica para nos lembrarmos do sinal em (b) acima é pensar que d "tem
grau 1 e portanto ao "trocar’d com w temos que introduzir um sinal (—1)'* onde k
é o grau de w.

Definicdo 3.1.6. Uma forma w € QF(U) diz-se fechada se dw = 0. Diz-se exacta
se existe uma forma o € Q*~1(U) tal que da = w e nesse caso a forma a diz-se um
potencial para w.

Com esta terminologia, a parte (c) da Proposi¢do 3.1.5 diz que uma forma exacta é
fechada. O reciproco n3o é verdade em geral como veremos em breve.

Note-se ainda que as formas-0 fechadas sdo as funcdes que tém todas as derivadas
parciais nulas, ou seja, as fungdes que sdo localmente constantes.

3.2. O pullback de formas diferenciais. Dada uma transformacgdo linear f: V — W
entre espacos vectoriais e um tensor ¢ € T*(W) podemos definir um tensor f*(¢) €
T#(V) pela férmula

@) vrs o) = @(f(vr), - -, for))-

E imediato verificar que a aplicacio f*: T*(W) — T*(V) definida pela férmula an-
terior é uma aplicagdo linear. Escolhendo bases para V e W fica associada a trans-
formac3o linear f uma matriz e ¢ instrutivo achar a matriz associada as bases corres-
pondentes de T*(W) e T*(V) (ver Exercicio 3.4.1 abaixo).

Também é claro que se ¢ € AF(W) C T#(W) entdo f*(¢) € A*(V), isto é, que o
pullback de um tensor alternante é ainda um tensor alternante.

Podemos agora definir uma opera¢do fundamental para formas diferenciais. O pull-
back de formas por uma aplicacdo de classe C'°.

Definicao 3.2.1. Sejam U C R™ e V. C R™ abertos, e g: U — V uma fungio de
classe C*. Dada uma forma w € Q¥(V') (com k > 0), o pulback de w por g € a forma
g*(w) € QF(U) definida pela expressdo

(9"w)(x) = Dg(x)"(w(g(x)))-
A férmula acima diz que o valor de g*w em x € U € o pullback do tensor w(g(x)) pela
aplicacdo linear Dg(x): R™ — R™.
Convenciona-se definir o pullback de uma forma-0 f: V — R como sendo g*(f) =

fog.

Veremos que é muito simples e intuitivo calcular o pullback de formas diferenciais.
Antes disso é conveniente ver algumas das propriedades do pullback.

Proposicao 3.2.2. Sejam U C R™ e V C R™ abertos, e g: U — V uma fun¢do de
classe C* escrita y = g(x).

(a) 9" (w+a) = g*(w) + g*(a).
(b) g*(fa) = (fog)g*(a).
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(c) g"(wNna)=g"(w )/\9( ).

(d) g*(dy;) = dgg = YL, 52 da;.

(e) 9" (dw) = d(g"(w)).

(f) g*(h*(w)) = (hog)*(w).

Demonstracio. (a) E imediato da definico.

(b) Sendo (vy,...,v) um k-tuplo de vectores em R", temos

(g"(fa) (@) (v, -, ok) = ((fa)(g(2)))(Dg(x)vr, ..., Dg()vk)
fg(x))(alg(@)))(Dg(x)v, . .., Dg(x)v)
= (fog)(@)(g"(a)(@))(v1, ..., vk)-
)

(@]
(c) E uma consequéncia simples de (a) e (b) e fica como exercicio.
(d) Sendo v um vector de R™, temos (¢*(dy;)(x))(v) = dy;(Dg(z)v) que é a j-ésima
componente do vector Dg(z)v, ou seja,

0 7]
> Gaten =) o

Portanto g*(dy;)(z) = >\, g—gi(x)dxi conforme pretendido.
(e) Comecemos por ver que se f é uma fungdo (uma forma-0) temos ¢g*(df) = d(g* f).

g (df) = g*( / (g(y)dyj)

= d(fog)=d(g"(f))
Consideremos agora o caso geral. Pela propriedade (a) basta mostrar a férmula

para uma forma do tipo w = a A dy;. Pela propriedade (c) e o facto de ser
d(dy;) = 0 temos

(5) g*(d(a A dy;)) = g7 ((da) A dy; +0) = g*(da) A g*(dy;).
Enquanto que aplicando (c) novamente

(6) dlg"(andy;)) = d(g"()Ag"(dy;))

() = d(g*(@) A g*(dy;) + (=1)* " g* (@) A d(g" (dy))).

Como g*(dy;) = dg; (propriedade (d) ou o caso especial das formas-0 aplicado
a f =yj) temos d(¢g*(dy;)) = ddg; = 0 e portanto a igualdade das expressdes
obtidas em (5) e (7) segue por indugdo no grau da forma: se o é uma forma-0
temos a igualdade pelo caso especial demonstrado acima; assumindo indutivamente
que g*(da) = dg*(a) para uma forma-(k — 1) «, os célculos (5) e (7) mostram

que 0 mesmo acontece para formas-k.

(f) Exercicio.

O

Note-se que a propriedade (d) é um caso particular de (e) uma vez que dy, é a deri-
vada exterior da forma-0 definida pela j-ésima fun¢do coordenada. E ainda de observar
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que as propriedades (a),(b),(c) e (f) sdo consequéncias imediatas da definigdo e das
propriedades analogas para o pullback de tensores, como é evidente das demonstracdes
apresentadas acima.

Exemplo 3.2.3. Vamos considerar a transformacio g: R> — R? definida pela ex-
pressdo
(u,0) = g(z,y) = (2* +y,zy)
e calcular o pullback da forma w = 3uv®du A dv por g. Aplicando as propriedades (b)
e (c) temos
9" (w) = 3(2? + y)(zy)*g* (du) A g*(dv)
e aplicando (d) isto é

0 0 0 0
3%y* (2 + ) (81,;6193 + aZdy) A <8:de + GZdy) = 32%9%(2? +y) (2zdx + dy) A (ydz + zdy)

= 32%y%(2® +y) (222 — y)dx A dy.

Vemos no exemplo acima que calcular o pullback de uma forma por uma funcio g
consiste em fazer a substituicdo das varidveis da forma em quest3do pelas componentes
correspondentes de g.

3.3. O Lema de Poincaré. Recorde-se que uma forma « se diz fechada se da =0 e
exacta se existe (3 tal que d8 = a. A Proposi¢do 3.1.5(c) diz que uma forma exacta é
fechada. N3o é verdade em geral que uma forma fechada seja exacta. O exemplo mais
simples é a forma w € Q}(R?\ {(0,0)}) definida pela expressdo

x
w=— 2y sdr + — 5 dy.
¢ +y e +y
E imediato verificar que dw = 0, mas ao tentar resolver a equagao dy = w temos
9 _ _ _ v
ox r24y2
dp __ T
dy z24y?

e portanto, para x # 0 temos ¢(z,y) = arctan (%) + C com C € R. Ou seja, uma
funcdo potencial difere do dngulo das coordenadas polares numa constante. Ora é facil
verificar que é impossivel definir uma tal fungdo em R?\ {(0,0)} de forma a que seja
diferencidvel (ou sequer continua). E possivel fazé-lo em R2\ L se L for uma semi-recta
com extremidade na origem e nesse caso ¢ n3o podera ser prolongada por continuidade
a qualquer ponto dessa semi-recta (a diferenca entre os limites laterais serd 27).

Ha no entanto condigcdes sobre o conjunto de definicdo das formas que garantem

que uma forma fechada é exacta.

Definicdo 3.3.1. Um aberto U C R™ diz-se um conjunto em estrela se existe xg € U
tal que para todo o x € U o segmento de recta que une xy a x estd contido em U.

Exemplo 3.3.2. R" e {(z,y) € R?®:y # 0 oux > 0} sdo conjuntos em estrela.
R™\ {0} ndo é um conjunto em estrela.

Teorema 3.3.3 (Lema de Poincaré). Seja U C R™ um conjunto em estrela, e o €
QF(U) comda =0 ek > 0. Entdo existe B € Q*~1(U) tal que df = «.

Demonstracdo. Mudando de varidvel podemos supor que xy = 0. Nas condi¢des do
enunciado define-se uma funcao

I:Q8U) — Q1)
da seguinte forma. Dada

w = Z wil.“ikdxil VANPIAN dl’ik

11 <... <ty
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define-se

k 1
Tw = Z Z(—l)jf1 (/0 tjflwil__.ik_ (tx)dt) i dry, A ANdxgg AL N dag,

1< .. <i j=1
onde o chapéu significa que o factor em questao é omitido do produto.
Note-se que no caso k = 1 a férmula anterior dd-nos a fungdo

/ (Wi, ... wy) - dF
[0,2]

onde [0, z] designa o segmento de recta com inicio na origem e ponto final em x (basta
substituir na definicdo de integral de linha a parametrizagdo g(t) =tz com 0 < ¢ < 1).
Foi visto no curso geral que esta é uma férmula para o potencial de um campo vectorial
fechado (w1, ...,wn).

Contas horriveis (exercicio ou ver [Sp, p. 94]) mostram que

d(Iw) + Idw = w.

Portanto, se w é fechada, temos que Iw é um potencial para w, o que conclui a
demonstrac3o. O

3.4. Exercicios.

1. Seja f: V — W uma transformacdo linear representada em certas bases pela matriz

A.
(a) Qual é a matriz que representa f*: W* — V* nas bases duais?
(b) Descreva as entradas da matriz que descreve f*: T*(W) — T*(V).

2. Seja f: V — V uma transformagdo linear e n = dim V. Mostre que f*: A"(V) —
A™(V') é dada por multiplicagdo pelo determinante da matriz que representa f numa
qualquer base de V. Sugestdo: Note que dim A™(V) = 1.

3.Se f: V. — W, e g: W — Z sdo aplicagdes lineares entre espacos vectoriais e
¢ € T*(Z). Mostre que f*(g*(¢)) = (g © f)* ().

4. Complete a demonstragdo da Proposicao 3.2.2.

5. Considere as seguintes formas diferenciais:

a = 23dx+y*dy € Q(R?),
Y x 12
= — dy € Q°(R*\ 0),
w = e dx+xcoszdy +yidz € QN RY),
n = xdr Ady— zdr Adz + zyzdy A dz € Q*(R?),

e as funcdes
f: R — R? definida por f(t) = (t,t?);
g: 10, +00[x]0, 21[— R? definida por g(r,8) = (r cosf, rsin f);
h: R® — R? definida por h(u,v,w) = (uv, vw, uw).

Calcule

(a) aAB,wAn,nA.
(b) da,dB, dw, dn.

(c) f*a,g*a, g* 5, h*n.

6. Suponha que g: U — V é uma transformag3o de coordenadas de classe C'™° (isto
é, que é uma fun¢do invertivel de classe C com inversa de classe C*°). Mostre
que uma forma w € QF (V) é fechada (respectivamente exacta) sse g*(w) é.

7. Decida se as seguintes formas diferenciais definidas em R3 s3o ou n3o exactas. Em
caso afirmativo, calcule um potencial.



(a)
(b)
()
(d)
8. D
9.
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yzdr + xzzdy + rydz;

zdx AN dy —ydx A dz 4+ xdy A dz;
2dx N\ dy + yzdx N dz + xzdy A dz;
z2ye*dx A dy A dz.

etermine um potencial para a forma x dx A dy A dw € Q3(R?).
Considere R?™ com as fungdes coordenadas (q!,...,q",p1,...,pn), € a forma-2

w:idpi/\dqi

i=1

(dita a forma simpléctica candnica).

(a)
(b)

Mostre que w é exacta e indique um potencial.
Seja X = (¢1,...,€™ m1,...,nn) : R?" — R2" um campo vectorial. A con-
traccdo de X com w € a forma-1 X|w definida por

X]w(Y) =w(X,Y)

para todo o Y € R™. Mostre que

n

X|w =" (mdq" - &dp;).

i=1

O campo Hamiltoniano gerado pela funcdo H : R?™ — R é o campo vectorial
X : R — R?” tal que

Xpy|w=—dH.
Mostre que
X, (0H  oH oH  oH
H — 8p1,...78pn, 8q1,..., 8q7' .

O campo vectorial Xz : R?” — R?™ determina o sistema de equacdes diferen-
ciais de primeira ordem

(1) = X1 (x(1).

Mostre que
d
S ) = Xy ]dH) (x(2))
e aproveite para mostar que H é constante ao longo das solugdes destas

equacgoes, i.e.,

%H(x(t)) =0.
Mostre que o sistema de equacdes determinado por Xy é
i OH
7= Op;
(i=1,...,n)
. OH
b= 9q;

(equagbes de Hamilton). Escreva as equacbes de Hamilton para a fungdo H :
R?" — R dada por

n

EZ (pi)2 +U(¢ ..., q").

H(q17"'aqnap1a"'apn) = 2
i=1
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10. Dado um campo eléctrico E = (E1, Fa, E3) e um campo magnético B = (By, Ba, B3)
dependentes do tempo t, define-se em R* com coordenadas (¢, ,v, z) a forma-2

F = Eydx Ndt + Eody A dt + Esdz A dt + Bidy A dz + Bodz A dx + Bsdx A dy

que se chama o tensor de Faraday. Mostre que F é fechada sse E e B satisfazem

as equacdes de Maxwell homogéneas div B =0 e rot £ = —%—f.

4. INTEGRAIS DE FORMAS EM VARIEDADES

Vamos agora definir o integral de uma forma-k sobre uma variedade diferencial de
dimens3do k. Para isso precisamos de estudar a nogdo de orientacdo de uma variedade,
que por sua vez depende da nocdo de orientacdo de um espaco vectorial.

4.1. Orientacoes.

Definicdo 4.1.1. Diz-se que uma base ordenada By = (v1,...,v,) de V tem a mesma
orientagdo que By = (w1,...,w,) se a matriz (a;;) tal que v; = 2?21 a;;w; tem

determinante positivo.

E imediato verificar que Bj tem a mesma orientacdo que Bi, que se B; tem a
mesma orientacao que By entdo Bs tem a mesma orientacdo que B e que se By
(respectivamente B;) tem a mesma orientacdo que B, (respectivamente Bs) entdo
B tem a mesma orientacdo que Bs. Diz-se entdo que a relacdo de "ter a mesma
orientacdo” é uma relacdo de equivaléncia.

O determinante de uma matriz de mudanca de base ou é positivo ou é negativo.
Quando o determinante é negativo dizemos que as bases tém a orientacdo oposta. As
bases de um espaco vectorial ficam assim divididos em exactamente dois conjuntos cujos
elementos s3o bases com a mesma orientagcdo. Cada um destes conjuntos chama-se uma
orientacdo de V. Cada espaco vectorial tem portanto exactamente duas orientacdes.
Denota-se por

[VU1,...,Un]
a orientagdo que contém a base ordenada (vy,...,v,). A orientagdo determinada pela
base candnica de R™ é denotada por +, isto é

+:[617"'36n]'

Exemplo 4.1.2. Fica como exercicio verificar as afirmacées seguintes a partir da de-
finicdo acima.

(i) Em R?, uma base (vi,v2) tem a mesma orientacdo que a base candnica sse vo
"estd a esquerda’de vy, isto é, se o dngulo formado por vy com vo € inferior a ™
quando medido no sentido directo.

(i) Em R3, uma base ortonormal (v1,v2,v3) pertence a + sse vz € igual a v1 X vy
(ou, equivalentemente, se o sentido de vs se obtém através da "regra da mio
direita”).

(i) Se trocarmos a ordem de dois elementos de uma base ou se trocarmos o sinal a
um dos elementos obtemos uma base com a orientacdo oposta.

Uma orientacdo de um espaco vectorial pode também ser determinada por um tensor-
n alternante que nao se anule.

Proposicao 4.1.3. Seja ¢ € A™(V) \ {0}, entdo {(v1,...,vn): @(v1,...,v,) >0} €
uma orientagcdo de V.

Demonstracdo. Este resultado é uma consequéncia do Exercicio 3.4.2: Se (v1,...,v,)
e (wi,...,wy) sdo bases de V e w; = )" a;jv; entdo

w(wi, ..., wy) = det(ai;)(vi,...,vn)
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pelo Exercicio 3.4.2, logo (w1,...,w,) tém a mesma orientacdo sse os sinais de
w(wi, ..., w,) e w(vy,...,v,) coincidem. O

Definicao 4.1.4. Uma orientacdo de uma variedade-k M C R"™ é uma escolha continua
de orientacdo de T,,M para cada x € M. Isto é €é uma fun¢do x — o0, que a cada x
associa uma orientacdo de T, M e tal que existe w € QF(R™) satisfazendo

o A restricio de w(x) a T, M, w(x)|r,a € ndo nula,
e 0, € a orientacdo de T, M determinada por w(x)|r, rr-

Alternativamente, a continuidade da orientagdo pode ser definida da seguinte forma.
A escolha da orientacao o, diz-se continua se para cada x € M existe um aberto U
contendo z e uma parametrizacio g: V — U N M com V C RF tal que

0 0
Og(t) = a—tgl(t),...,a—i(t) para cada t = (t1,...,t;) € V.

Nesse caso diz-se que a orientacdo é induzida pela parametrizagdo g.
A equivaléncia entre estas duas definicdes de orientacdo de uma variedade fica como
exercicio (ver o Exercicio 4.3.4).

Exemplo 4.1.5. (i) Se L € uma variedade-1 em R", a definicdo de orientagdo em
termos de parametrizagées torna claro que uma orientacio é exactamente o mesmo
que um campo vectorial tangente unitario continuot: L — R™. Pode demonstrar-
se que qualquer variedade-1 pode ser munida de uma orientacdo o que jd ndo é
verdade para variedades-k com k > 1 (ver Exercicio 4.3.5).

(ii) Se M € uma variedade-(n — 1) em R™, uma orientacdo é o mesmo que um campo
vectorial normal unitdrio continuo 7i: M — R™. De facto, dada uma orientacdo
0 e uma parametrizagcdo g que a induza, obtemos uma normal

kX B
ii(g(t)) = Hzaé’l(t) NI zatgk(t)H7

e dada uma normal continua n: M — R™, ndo é dificil verificar que a esco-
lha para cada x € M de uma base ordenada (v1,...,vx—1) de T, M tal que
[v1,...,0k—1,7i(x)] = 4+ dd azo a uma orientacdo de M.

Definicao 4.1.6. Seja M uma variedade com orientacdo o. Uma parametrizacdo
g: U — R" diz-se compativel com o se o4, € a orientacdo induzida pela parame-
trizagdo g em Ty () M.

Proposicao 4.1.7. Seja M uma variedade-k com orientacdo o, e w € QF(R™) uma
forma que determine esta orientacio (cf. Definicdo 4.1.4). Uma parametrizacio
g: U — M é compativel com o sse

g'w= f(x,...,xp)dey A--- Ndxy,
com f(x) > 0 para todo oz € U.

Demonstragdo. Exercicio. O

4.2. Definicao do integral. Podemos agora definir o integral de uma forma-k ao longo
de um subconjunto parametrizado de uma variedade-k orientada.

Definicao 4.2.1. Seja A C R¥ e w = f(x)dx; A ... A dxy uma forma-k. Define-se o
integral de w sobre A com a orientacdo + pela férmula

foe= 1
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Dada uma variedade-k M com orientagdo o, g: U — M uma parametrizagdo e A C

g(U) define-se
/ w :/ g w.
° g (AT

Na pratica, exigir que o dominio de integracdo A esteja contido na imagem de uma
parametrizacdo n3o é verdadeiramente uma restricdo uma vez que se pode demonstrar
que qualquer variedade-k M tem um subconjunto fechado com medida k-dimensional
nula N tal que M \ N admite uma parametrizagdo. Para calcular o integral sobre um
conjunto A C M qualquer basta portanto calcular o integral sobre A\ N.

Exemplo 4.2.2. Seja
C={(x,y) eR*: 2* +¢y* =1}

e 0 a orientacdo correspondente ao sentido hordrio. Para calcular
/ —ydx + xdy

podemos usar a parametrizago g: |0, 2n[— R? dada por
g(0) = (cosf, —sen 0)
uma vez que esta é compativel com a orientacdo dada. Temos

g*(—ydx + xdy) = — sen fd(cos #) + cos fd(sen §) = (sen? + cos? §)df

27
/ —ydz + xdy = / df = / df = 2.
0 10,27+ 0

Exemplo 4.2.3. Consideremos o toro

pelo que

M ={(z,y,z,w) eR*: 2? +9* =1, 22+w?=1}
com a orientagdo o induzida pela parametrizagdo g: |0, 27 [x]0,2w[— R* dada por
g(0,¢) = (cos b, sen b, cos p,sen ).

Entio

/ ywdzx A dz / 9" (ywdz N dz)
o (10,27 [x]0,27[)+

= / sen(6) sen(p)d(cos8) A d(cos @)
(J0,2w[x]0,2x[)*

= / sen? O sen® pdf A dip
(10,27 [x]0,27[)*+

27 27
/ / sen’ 0 sen? pdfdyp = 7.
o Jo

E necessario verificar que a Definicdo 4.2.1 é independente da escolha de parame-
trizacdo.

Proposicao 4.2.4. Seja M uma variedade-k com orientacdo o, g;: U; — M com
1 = 1,2 parametrizagdes compativeis com a orientagdo e A C g1(U1) N g2(Uz). Entdo,

dada w € QF,
/ grw =/ Gow.
g7 (A g5 (At
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Demonstragcdo. A ideia da demonstragdo é que os dois integrais que aparecem no enun-
ciado diferem numa mudanca de varidvel pela mudanca de varidvel ¢ = g;* 0 go. A
demonstrag3o que ¢ é de classe C'! fica como exercicio (ver Exercicio 4.3.3). Como ¢;
e go s3o parametrizagles, as suas derivadas sao isomorfismos

Dgi(z): R = T, () M.

A condicdo de compatibilidade com a orientagdo de M implica por sua vez que Dp(z) =
Dgflgp oM © Dgs(z) (ver Exercicio 4.3.3(c) para a validade desta férmula) tem de-
g1 (=

terminante positivo. Escrevendo A; = g; ' (A) e
g; (W) = fi(z1,...,xp)dey A ... Adxy

temos entao mudando de varidvel por ¢
/ glw = / b5t
g1 (A 91 (A)
-/ f1 0 ¢l det Dyl
¢~ gy 1 (A)

= / fio@det Dep.
2 (A)

Mas pelo Exercicio 3.4.2, temos que

fiopdet Dpdzy A ... Adzy, = " giw = gaw,

/ fiopdet Dp = / gow,
g5 ' (A) g5 '(AT)

como queriamos demonstrar. O

logo

Apesar de na pratica nunca precisarmos de calcular integrais em conjuntos que n3o
sejam parametrizaveis, é necessdrio definir de forma rigorosa o integral num subconjunto
arbitrario de uma variedade orientada. Esta definicdo é bastante técnica e recorre
a um conceito - o de particdo da unidade - que é util em muitas outras situagdes,
nomeadamente na demonstracdo da férmula de mudanca de varidvel de integracdo.

Se w é uma forma que se anula excepto na imagem de uma parametrizagdo g: V —
R™ (compativel com uma orientagdo o dada), faz sentido definir

Juos= fooe
Mo v+

uma vez que o integral de w em M \ g(V') deve ser 0. A ideia da definicdo geral de
integral de uma forma w é escrever w como uma soma de formas cada uma das quais se
anula fora da imagem de alguma parametrizac3o, aplicar a cada uma destas a definicdo
anterior e finalmente somar os escalares assim obtidos. Este processo é implementado
usando uma decomposi¢do da fungdo constante igual a 1 numa soma de fungdes de
classe C*° cada uma das quais se anula num conjunto conveniente.

Proposicdo 4.2.5. Dado um conjunto A C R", e uma familia de abertos {U,} com
A C U, U,, existe uma familia ® de funcées de classe C>° definidas em R" e satisfa-
zendo:
(i) 0 < ¢ <1 para todo oy c ®,
(ii) Para cada ¢ € @, existe « tal que {x € V: p(x) # 0} C U,
(iii) Para cada x € V', existe € > 0 tal que apenas um nidmero finito de elementos de
® ndo se anula identicamente na bola de raio € centrada em .

(iv) >, co ¢(x) =1 para todo o x € A.

Demonstracdo. Ver [Sp, p. 63]. O
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Note-se que a condi¢o (iii) implica que a soma no item (iv) faz sentido. Uma familia
® satisfazendo as condicdes da proposicao anterior diz-se uma particdo da unidade
subordinada a familia {U,}.

Uma particdo da unidade permite expressar uma fun¢do (ou uma forma) como uma
soma de termos que se anulam fora de um aberto (de uma familia dada):

w:Zgow.

ped

Dada uma variedade-k M C R", é evidente que existe uma familia {U,} de abertos
de R” tal que

o M C UU,,

o U, N M é aimagem de uma parametrizacio g,: V, — R™.
Tomando para ® uma parti¢do da unidade subordinada a uma tal familia {U,} e sendo
A C M um subconjunto de uma variedade-k com orientacdo o, define-se para w uma
forma-k definida numa vizinhanca de A

®) [w=% ] e

pED

onde cada um dos termos na soma do lado direito é calculado pela férmula da Defini¢ao
4.2.1 (com uma parametriza¢do g tal que pw se anule no complementar da imagem de
9)-
E necessario demonstrar que esta definicdo é independente da escolha da particdo da
unidade. Deixamos esta verificacio como exercicio. Os leitores poderdo ainda consultar
[Sp, p. 65].

Observe-se ainda que, para que (8) faga sentido, é necessario que a soma em questdo
faca sentido. Tal é o caso se ® é uma familia finita, algo que acontece desde que M
seja uma variedade compacta (note-se que nesse caso M pode ser coberta por um
nimero finito de imagens de parametrizaces).

4.3. Exercicios.

1. Calcule [,,, w onde

(a) M = {(x,y,2) € R®: 224+y?>+2%2 =1 e x = 2}, com orientagio o determinada
por dz no ponto (0,1,0) e w = ydz + xzdy + zdz.

(b) M = {(z,y,2) € R3: 1+2% = 2% +4?,|2| < 1} com a orientagdo o determinada
pelo vector normal unitdrio que aponta no sentido oposto ao eixo dos zz e
w = zdx A dy.

(c) M = {(z,y,z,w) € R*: 2% +2y?> = 2,22 + 3w? = 3} com a orientacdo o
determinada por dy A dw no ponto (v/2,0,v/3,0), e w = ywdz A dz + xzdy A
dw — yzdx N\ dw — zwdy A dz.

2. Seja f: R™ — R uma fungdo de classe C! e g: [a,b] — R™ uma fungdo de classe

C"! tal que 9|ja,b[ € Uma parametrizagdo de uma variedade-1. Mostre que

/ df = F(g(b)) — f(g(a))
g(Ja,b[)°

em que o designa a orientac3do induzida pela parametrizacdo g. Use este facto para
mostrar que
w=——2 dr+ —2—dy e QYR \ {0})
$2 + y2 35'2 +y2
n3o é uma forma exacta.
3. Sejam g;: U; — M com i = 1,2 duas parametrizacdes de uma variedade-k em R™
com g1(U1) N g2(Uz) # 0. Seja V = gy ' (g2(Uz)) e p: V — RF a fungdo definida
porw:g;logl.
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(a) Seja t um ponto de (V). Supondo sem perda de generalidade que as pri-
meiras k linhas de Dg(t) sdo linearmente independentes, mostre que a fung¢do
G: (V) x R*=* — R" definida por

G(z1,.. . xn) =go(x1,. . xk) +(0,...,0,Zpr1, .o, Tp)

¢ invertivel numa vizinhanca de ¢.
(b) Designando a inversa local de G por H, mostre que

80(3317~--,37k) = H(Ql@h---ﬁk))

para (1,...,7);) numa vizinhanga de ¢~ !(#) e conclua que ¢ é uma fungdo
de classe C'!' no seu dominio.

(c) Mostre que Dy = Dgy ' (g1(t)) o Dg; onde Dgy '(ga(s)) denota a inversa da
transformacdo linear Dgs(s): R¥ — T, s M.

4. Este exercicio destina-se a demonstrar a equivaléncia entre as duas definicGes de
orientacdo numa variedade. Seja M uma variedade-k em R™.

(a) Seja w € QF(R™) tal que wir,m # 0 para todo o x € M. Mostre que para
cada x € M, existe um aberto U C R™ contendo = e uma parametrizacdo
g:V = Un M tal que ¢*(w) = f(z1,...,zp)dx1 A ...dxp com f > 0 e
conclua que a orientacao determinada por w em cada T, M é a orientacdo
induzida pela parametrizacdo g.

(b) Sendo g: V' — R™ uma parametrizacdo de M e t € V, mostre que existe um
aberto U de R" contendo g(t), com UNM C g(V) e w € Q*(U) tal que
g (w) =dtr A ... A dty.

(c) Se a, 8 € QF(R™) sdo tais que ar,m # 0, Br,m # 0 e a, B determinam a
mesma orienta¢do de T, M entdo para todoo 0 < ¢ <1, a forma ta+(1—1)3
tem as mesmas propriedades.

(d) Dada uma orientagdo o para M, use as alineas (b) e (c) e uma partigdo da
unidade para construir uma forma w € QF(R™) tal que wr,m # 0 e wr,m
determina a orientacdo o para todo o z € M.

5. A banda de M&bius M é o subconjunto de R3 dado pela imagem da aplicacio
g:]—1,1[x[0,27] — R? definida por

9(s,0) = ((2+ scos(£)) cos b, (2 + scos(§)) senf, ssen(§)).

(a) Mostre que M é uma variedade-2.
(b) Mostre que M n3o é orientavel.

5. O TEOREMA DE STOKES

5.1. Variedades com bordo. Um difeomorfismo é uma aplica¢do ¢: U — V de classe
C®> com U e V abertos de R™ que tem uma inversa de classe C*°. No curso geral, a
terminologia utilizada foi a de transformacdo de coordenadas de classe C*>°. Note-se
que por definicdo, a inversa de um difeomorfismo é um difeomorfismo.

E uma consequéncia do Teorema da Fun¢do Inversa que um conjunto M C R” é
uma variedade de dimens3o k sse para cada x € M existe um aberto U C R" contendo
x, um aberto V' C R™ e um difeomorfismo ¢: U — V com o(UNM) = VNR*, onde
designamos por R¥ o subconjunto {(z1,...,2,0,...,0): x; € R} C R™. Note-se que
compondo o difeomorfismo com uma translacdo podemos sempre supor que p(z) =0

Definicdao 5.1.1. Um conjunto M C R"™ diz-se uma variedade-k com bordo se para
cada x € M, existe um aberto U contendo x, um aberto V. C R™ contendo 0 e um
difeomorfismo p: U — V, tal que ¢(z) =0 e

(i) p(UNM)=VNR¥, ou

(i) oUNM)=Vn{(z1,...,25,0,...,0): 21 <0 e z3,...21 € R}



24 FORMAS DIFERENCIAIS E O TEOREMA DE STOKES

Os pontos que satisfazem a condi¢3o (ii) acima dizem-se os pontos do bordo de M,
que se denota por OM. E uma consequéncia do Teorema da Func3do Inversa que os
casos (i) e (ii) sdo mutuamente exclusivos (exercicio).

E claro da definicio acima que &M é uma variedade-(k — 1) (sem bordo). De facto,
a restricdo dos difeomorfismos ¢ do item (ii) ao bordo (a imagem inversa do conjunto
definido pela equagdo z; = 0) d3o difeomorfismos locais de M N U com V N RE-!
(sendo R*~! o subconjunto de R¥ C R™ definido pela equagdo z; = 0.)

A observacdo que o bordo do bordo é vazio, isto é, a equagdo

00M =10

deve ser comparada com a Proposicdo 3.1.5(c).
Sendo M uma variedade com bordo, escreve-se

M =M\ oM

para o interior da variedade com bordo M. Uma orientacdo de M é, por definic3o,
uma orientacdo de M. M é entdo uma variedade no sentido usual do termo. Se w é
uma forma-k, define-se o integral de w sobre M por

o Mo

(a ideia sendo que o bordo de M tem volume k-dimensional desprezével).

Se  é como na Definigdo 5.1.1, a restri¢do de ¢! a R¥NV no caso (i) fornece uma
parametrizacdo de M N U, enquanto que, no caso (i) a restricdo de ¢! a RE=1 NV
fornece uma parametrizacio de 9M NU e a restricdo de o=t a {z € R¥: 2y <0}NV
é uma parametrizacio de M NU.

Seja M uma variedade-k com uma orientacdo o e ¢: U — V é um difeomor-
fismo como na Defini¢do 5.1.1(ii). Se 90\7{;: o1 <0041 —zn—0} & COmpativel com a
orientacdo dada, a orientagdo induzida por o no bordo é a orientacdo induzida pela
parametrizagao

—1 VAR 5 M.

(p|{x T1=Tpy1=...=C,=0}

Se k = 1, n3o é sempre possivel escolher o como na Definicdo 5.1.1 que induza uma
orientacdo dada (e também n3o definimos o que é uma orienta¢do de uma variedade-
0). Convenciona-se que uma variedade-0 é um conjunto de pontos, e uma orientagio
de uma variedade-0 é uma escolha de sinal 4+ ou — para cada um destes pontos. A
orientacdo induzida no bordo de uma variedade-1 é ent3o a atribui¢do do sinal + aos
pontos do bordo para os quais é possivel achar ¢ como na Definicdo 5.1.1(ii) e — aos
restantes. Compare-se com o Exercicio 4.3.2.

Exemplo 5.1.2. Seja M = {(z,y,2) € R®: z = 2% + y?, 22 +y?> < 1}. Entdo M é
uma variedade-2 com bordo OM = {(z,y,z) € R3: 2 = 1,22 +y?> = 1}. Seo for a
orientacdo de M determinada pela parametrizacdo g: ]0,1[x]0, 2w[— R® dada por

g(r,0) = (rcosf,rsend, r?),

a orientacdo induzida no bordo € a determinada pela restricio de g ao segmento de
rectar =1, ou seja a orientacdo induzida pela parametrizacdo h(6) = (cos@,senf,1).
Isto porque € indiferente na definicdo de orientacdo induzida que o dominio da para-
metrizagio utilizada seja r < 1 ou r < 0. Pode passar-se de uma situacdo a outra
compondo com uma translagco.

E imediato verificar que, em termos das nogdes de orientacdo de curvas e superficies
do curso geral, esta nogdo de orientagdo induzida no bordo corresponde a orientacdo
determinada pela regra da mio direita.
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5.2. A formula de Stokes.

Teorema 5.2.1 (Teorema de Stokes). Seja M uma variedade-k com bordo compacta
com orientacdo o e w uma forma-(k — 1) definida num aberto contendo M. Denotando
ainda por o a orientacdo induzida por o no bordo OM tem-se

/ dw:/ w.
o oMo

Demonstracdo. Suponhamos que k > 1 - o caso k = 1 fica como exercicio (o integral
do lado direito deve ser encarado como uma soma com os sinais dados pela orientagdo
dos valores da fung3o sobre os pontos do bordo - ver Exercicio 4.3.2).

Como M é compacta podemos escolher uma particdo da unidade finita ¥ subor-
dinada a uma familia de abertos {U,} com U, N M dominio de um difeomorfismo
Ya: Uy N M — V, como na Definicdo 5.1.1. Chamamos g, a parametrizacdo de
U, N M determinada pela inversa de um tal difeomorfismo, e por h, a correspon-
dente parametrizagdo do bordo de M (no caso em que o difeomorfismo se refere a
um ponto do bordo). Compondo, se necessario o difeomorfismo ¢, com a fungdo
(w1,...,7,) — (21, —2,73,...,7,) podemos assumir® que g, é compativel com a
orientacdo o.

Temos entdo

/Aodw:/Mod > dw :Z/Od(ww).

pew PEW

Basta portanto demonstrar o Teorema para formas que se anulem fora de um dos
abertos da forma U, N M (e também numa vizinhanga da fronteira de U,,).
Para uma tal forma /3 temos,

| as- )
Mo ga H(UanM)+

Ora g} 3 pode ser escrito na forma

k
gZﬁ:Zaid;vl/\.../\dxi/\.../\dmk
i=1

logo
k 1 0a;
d(g;: = 1) day AL A day.
(628 = 21 zy
e portanto
k Oa;
g0 = | (c1y-12%
/g;1<UmM)+ 9o (UanM) ; Ox;

Podemos calcular o integral de cada parcela % integrando primeiro em ordem a
k2

dz; e, excepto quando i = 1 e estamos no caso (ii) da Definicdo 5.1.1, vemos que este
integral é 0 pelo Teorema Fundamental do Célculo de Cilculo I.
No caso que resta temos, ainda pelo Teorema Fundamental do Calculo,

8&1
— = a1(0, 2, ..., Tk).
ga L (UanM) O0xq g2t (UanM)N{z: z,=0}

Uma vez que h}(dzy A ... A dai A ... A dzy) = 0 excepto quando i = 1, e g; 1 (U, N
M)Nn{z: x1 =0} = h;Y(Uy N M) temos

/ a0,z ) = [ np=[ B,
ga ' (UanM)N{z: z1=0} ha (UaNOM) (OM)°

4E aqui que estamos a usar a hipdtese de k ser maior do que 1.
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o que conclui a demonstrac3do. O

5.3. Relacao com os Teoremas Fundamentais do Calculo Vectorial. Nesta seccdo
final vamos explicitar a relacdo entre os integrais de formas e o Teorema de Stokes
demonstrado na seccdo anterior e os Teoremas Fundamentais do Célculo Vectorial -
nomeadamente o Teorema Fundamental do Cdlculo para Integrais de Linha, o Teorema
de Green e os Teoremas da Divergéncia e de Stokes.

Esta relacdo baseia-se na seguinte correspondéncia entre campos vectoriais e formas.
Definicdao 5.3.1. Seja U um aberto de R™ e F' = (F},...,F,): U — R™ um campo
vectorial. A forma-1 associada a F' € a forma wr € Q' (U) dada pela expressdo

wp = Fidzy + ... + F,dz,.

A forma-(n — 1) associada a F' € a forma Qp determinada pela expressio

n

Qp =Y (1) 'Fdzy AL A dz; A ... Nda,.
i=1
Dada uma funco (ou, equivalentemente, uma forma-0) f: U — R, definimos a
forma-n associada a f por
af = f(z,...,zp)dxi AL A day,.

A seguinte proposicdo é agora uma consequéncia imediata das defini¢cGes da derivada
exterior, gradiente, rotacional e divergéncia. O seu contetdo é que, o gradiente, rotaci-
onal e divergéncia correspondem a derivada exterior de formas mediante a identificacao
definida acima entre formas e fungbes ou campos vectoriais.

Proposicao 5.3.2. Sejam U C R™ um aberto, F': U — R™ um campo vectorial e
f: U — R uma fungdo. Entdo

(i) df = wvy.
(I'I') dQF = QOldjv F -
(i) Sen =3, entdo dwp = Qyot F-

Demonstracdo. Exercicio. O

Para completar a interpretacdo dos Teoremas Fundamentais do Célculo Vectorial
como casos particulares do Teorema 5.2.1 resta identificar os integrais de formas-1 com
integrais de linha de campo vectorial, e os integrais de formas-(n — 1) com fluxos de
campos vectoriais através de variedades de dimensdo (n — 1) em R™.

Vejamos por exemplo que se M é uma variedade-1 com orientagdo o e F:U—R"®

é um campo vectorial entdo
/ OJI;-: :/ F - dr.
° M

De facto, sendo ¢: Ja, b[— R™ uma parametrizacdo de M compativel com a orientacdo
o temos
Fi(g(t))dgy + ... Fa(g(t))dgn

(F1(g(®))gh(t) + - .. Fu(g(t))gn(t))dt

Fi(g(®)gi(t) + .. Fu(g(t) g, (t)
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A verificagdo andloga para fluxos fica como exercicio (ver Exercicio 5.4.5). Vejamos
por exemplo como obter o Teorema de Stokes usual: Sendo o a orienta¢do determinada
por uma normal unitdria 77 a uma superficie temos

/rotﬁ.ﬁdsz/ thﬁz/ dwﬁz/ wﬁz/ F.dr.
S Se Se a5 a5

As verificagbes andlogas para os Teoremas de Green e da divergéncia ficam como
exercicio.

5.4. Exercicios.

1. Seja M = {(z,y,2) € R3: . = y*> + 2%, x < 1}. Usando o Teorema de Stokes,

(a) Caleule [,,, zdz Ady+xdzAdy onde 1 é a orientacdo determinada pela normal
a M com primeira componente positiva.

(b) Calcule faM ydz sendo OM percorrida no sentido que visto da origem é a dos
ponteiros do relégio.

2. Seja M = {(w,y,2) € R®: 2> + y> + 22 = 1, 2 > 0}. Use o Teorema de Stokes
para calcular [, ,(1+ 2?)dz A dy onde o é a orientagdo determinada pela normal
exterior a esfera.

3. Seja M = {(z,y, z,w): w?+1 = 2*+y*+2%, 0 < w < 2}. Caleule [, deAdyNdz
onde o é a orientagdo de M determinada pela normal que aponta na direccao do
eixo dos ww.

4. Mostre a Proposicao 5.3.2.

5. Seja M uma variedade-(n — 1) em R™ com orientac3o o determinada pela normal
unitdria 7: M — R". Sendo F: R™ — R" um campo vectorial, mostre que

/ﬁ.ﬁ:/ Qp.
M °

Sugestdo: Reveja o Exercicio 2.4.10.
6. Mostre que a forma-2 em R3 \ {0} definida por

T Y z
w=———"——dyNdz+ ———dzANde + ———— 5 dzx AN dy
(22 + 9% + 22)3 (22 +y% + 22)3 (@2 +y? +2%)3
nao é exacta.
REFERENCIAS

[Ja] K. Janich, Vector Analysis, Springer, 2001.
[Sp] M. Spivak, Calculus on Manifolds, Perseus books, 1965.



