Calculo Diferencial e Integral - I1I
Problemas propostos

|Semana 7 - 23 a 27 de Outubro de 2023|

. Determine todas as solugoes das seguintes equagoes diferenciais ordinarias
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(1+8)% + ¥ = (141)52

. Resolva o problema de Cauchy ¢(0)¢'(6) = 0,¢(1) = a e determine para que valores de
a é que a solucao estd definida para todo o 6 € R.

. Considere a equacao diferencial separdvel 2/ = wsent + x?sen t. Determine a solucao desta,
equagao que satisfaz a condigao inicial 2(5) = —2, e determine o seu intervalo maximo
de existéncia.

. Determine as curvas ortogonais as solucoes de iy’ = y e esboce-as.

. Determine a solucao geral da equacgao diferencial

d
z2cos y—y = 2zxseny — 1

dx

Sugestao: Efectue a mudanca de varidavel v = seny
. Considere a equacao diferencial

gy = flat+by+c)
em que f: R — R é uma fun¢ao continua.

a) Mostre que a substituicdo v = at + by + ¢, transforma a equagdo numa equagao
separavel.



b) Resolva o seguinte problema de valor inicial

=2 y(0) =1

indicando o intervalo maximo de solucao.

7. Considere a equacao diferencial

d
2:c—y+2xy5—y:0
dx

(a) Determine a solugao geral da equacao efectuando a mudanga de varidvel v = y~2.

(b) Determine a solucao que verifica y(1) = 1, indicando o seu intervalo maximo de
existencia.

(c¢) No caso geral, considere a equacgao diferencial de Bernoulli

Cji—f = a(t)r + (t)z"

onde a e 3 sao fungoes definidads e continuas em I C R. Mostre que a mudanca de
varidvel y(t) = (x(t))'™" transforma a equagao numa equagao linear.
8. Considere a equacao de Ricati escalar

dr 1 9

B 1

at ¢ 7 (1)

(a) Mostre que a fungao p(t) = % +1)(t) é solugao da equacao de Ricati sse 1 é solucao
de uma certa equacao de Bernoulli.

(b) Determine a solucao da equagao (1).

9. Determine a solucao da equacao diferencial

dy 2 + 3y?
dt 2ty
que verifica a condigao inicial y(1) = —1 e indique o intervalo maximo de definicao da

solugao.
Sugestao: Considere a mudanga de varavel v = y/t.

10. Determine a solucao do problema de Cauchy
3t +4Atr+ 2r+ 292’ =0, z2(0)=1
e esclareca qual é o seu intervalo maximo de existéncia.

11. Considere a equacao diferencial

Y dy
E—|—(y3—10g:v)%20 (2)

a) Verifique que (2) tem um factor integrante da forma p = u(y) e determine-o.
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b) Prove que as solugoes de (2) sao dadas implicitamente por ®(z,y) = C, onde C é
uma constante arbitraria e

1 1
O(x,y) = §y2 + g;logx

¢) Determine a solucao de (2) que satisfaz a condicio inicial y(1) = v/2.

12. Considere a equacao diferencial

dv_ vy
dx 4y? + 2x
a) Mostre que esta equagao tem um factor integrante p = p(y).
b) Determine a solug¢ao que satisfaz a condicao inicial y(1) = 1.
¢) Determine o intervalo méximo de existéncia da solugao que calculou na alinea ante-
rior.
13. Considere a equacao diferencial ordinaria
x

;—sen(t)—l—ﬁ’:() (3)

Mostre que a equagao nao é exacta. Determine um factor integrante para a equagao (3),
e com ele a solugao que satisfaz a condigao inicial (7)) = 1. Indique o intervalo maximo
de definicao da solugao obtida.

14. Considere o problema de valor inicial:

1 d
s (— + loga:) + 2ylog:£—y =0
x dx

Obtenha explicitamente a solucao deste problema e determine o seu intervalo maximo de
definicao.

15. Considere a equacao diferencial ordinaria

d

(42%y + 3zy® + 2y°) + (22° + 32°y + 4ay?) d—y =0 (4)
x
a) Mostre que (4) tem um factor integrante do tipo p = pu(zy).

b) Mostre que a solugao de (4) com condigao inicial y(—1) = 1 é dada implicitamente
pela expressao zy? + x3y® + 22yt = 1.

¢) Determine o polinémio de Taylor de segunda ordem, no ponto — 1, da solugao dada
implicitamente na alinea anterior.



