Calculo Diferencial e Integral - I1I
Problemas propostos

'Semana 4 - 2 a 6 de Outubro de 2023|

1. Confirme a validade do teorema de Stokes quando aplicado ao campo vectorial

F(z,y,2) = (y,2,7)

e a superficie S, que consiste do hemisfério 2% + 3? + 22 = 1, y > 0, orientada de forma a
que o seu vector normal tem segunda componente positiva.

2. Use o Teorema de Stokes para calcular o fluxo do rotacional / / rot F - v dS sendo
s

(a) S é a porgao do paraboldide 2 = 2% + y? que se encontra no interior do cilindro
22 +y? = 4, em que se considera a normal v com terceira componente positiva e

F(z,y,2) = (2°2°, y°2%, zyz2).

(b) S é o hemisfério 2% + y*> + 2?2 = 1, x > 0, em que se considera a normal v com
primeira componente positiva e

F(x,y,2) = (e“cos z, (z%y* + 1)z, —y).

(c) S éaparte do plano z+ 2 = 1 no interior do cilindro z2+y? = 1, em que se considera
a normal v com terceira componente positiva e

F(.T7y72> = (JI, _Zay)‘

3. Utilizando o teorema de Stokes, transforme o integral / / rot F - vdS num integral de
S
linha e calcule-o, sendo:

(a) S a superficie z = 2% + y? com z < 1, sendo v a normal com componente z positiva
e

F(z,y,2) = (0,9,0).

(b) S a superficie parametrizada por g(u,v) = (u,v, 1 —u*—v*),u > 0,v > 0, u+v < 1,
sendo v a normal com terceira componente positiva e

F('Inyv Z) = (y7 _$272)'

4. Use o teorema de Stokes para calcular / F - dvy, em que:
c
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(a) C é a curva obtida a partir da intersecgao do cilindro z? + y?> = 2y com o plano
y = z, percorrida no sentido anti-horario quando vista de cima e

F(%%Z) = (y + 2, _Z7y)

(b) C é a curva de intersecgao do plano x + z = 5 com o cilindro 2%+ y? = 9, percorrida
no sentido directo quando vista de cima e

F(z,y,z) = (zy, 2z, 3y).

5. Calcule o trabalho realizado pelo campo vectorial F ao longo da curva C', sendo:
(a) C é a fronteira do poligono de vértices (0,0,0), (1,0,0), (1,2,1), e (0,2,1) (percor-
ridos neste sentido) e
F(r,y,2) = (%, 22y, 4y°).
(b) C o bordo da superficie
S = {(x,y,z)€R3 e 0<x<1},
com a orientacao induzida por uma parametrizacao a sua escolha, e
F(x,y,2) = (2, —zy, —x2).
(c) C é a curva parametrizada por

v(t) = (cost,sent,cos (2t)) , te0,2n]

e
F(r,y,2) = (2% —y,y* — 2,9 — 2> +2°).
6. Sendo F(z,y,2) = (y,—x,cos (x? 4+ y*+ 2?)), calcule o fluxo de rot F através da su-
perficie

S = {(m,y,z)€R3 : 0<z:m2+y2—1<3}
no sentido da normal com terceira componente negativa.
7. Considere o campo vectorial
F(zr,y,2z) = (:C—Z,y—x,z—xy)

(a) Use o Teorema de Stokes para determinar a circulagdo em torno do triangulo de
vértices A = (1,0,0), B = (0,2,0) e C' = (0,0,1), orientado no sentido anti-horario
quando visto da origem para o primeiro octante.

(b) Calcule a densidade de circulagao de F na origem na diregao de ez, ou seja,
rot F(0) - es

(c) Encontre o vector unitario v tal que a densidade de circulagdo de F na origem seja
maxima na direcao de v.



8. Considere a superficie

S={(z,y,2) eER® : y=a4+22, 1 <y<4},

orientada segundo a normal unitéria @ = (n,,n,,n.) tal que n, < 0.

(a) Calcule a area de S.

(b) Calcule o fluxo de G(z,y, 2) = (—zy, y*, —yz) através de S no sentido de 7, utili-
zando o teorema da divergéncia.

(c) Calcule o fluxo de G(z,y,2) = (—zy,y? —yz) através de S no sentido de 7, utili-
zando o teorema de Stokes.

9. Considere a superficie
S={(z,y,2)eR® : z2=1—-2"—¢y*;2>0,y>0, z>0}.

(a) Parametrize a superficie S.
(b) Calcule a drea de S.

(c) Considere o campo vectorial F(x,y, z) = (—y, z, z) e calcule o trabalho

W= [ F-dy
a5

no sentido horério quando visto do ponto (10, 10, 10), usando o Teorema de Stokes.

(d) Determine o fluxo de G(z,y, z) = (z, —y* — y,4y>2 + 2) através de S no sentido da
normal com terceira componente positiva, usando o Teorema da Divergéncia.

10. Considere a superficie
S={(r,y,2) eR® : 2+ (Va2 +y2 -2 =1; x>0},

orientada com a normal unitdria v & sua escolha. Seja F(z,y, z) = (1, 2z, 2zy). Calcule o

fluxo / F-vdS
S
(a) Pelo teorema da divergéncia.
(b) Pelo teorema de Stokes.

11. Obtenha um potencial vectorial dos campos abaixo.

(a) F(.Z',y, Z) = (yz, —TZ, XY — 2)
(b) F(z,y,z) = (ysen z,ysen z, cos z)

12. Suponha que S é uma superficie e C' 0 seu bordo, satisfazendo as hipdteses do teorema
de Stokes, e f e g tém derivadas parciais continuas de segunda ordem. Demonstre que

) § (Ve = [[ (V5 xvg)-vas
ii) ]i(ng—l—gi)-dfyzO.



