Calculo Diferencial e Integral - 111
Exemplos de Resolucoes

|Semanas 8 e 9 - 13 a 24 de Novembro de 2023 |

1. Estude a equacao diferencial ordinaria

W_
dt_ya

relativamente a existéncia e unicidade de solugoes. Determine-as explicitamente.

Resolugao: A equagio é dada pela fungao f(t,y) = |y|, com dominio (¢,y) € R E
evidentemente uma funcao continua nesse dominio, mas nao é diferenciavel em y = 0.
Pareceria que nao se poderia aplicar o teorema de Picard-Lindel6f, mas no entanto |y| é
o exemplo classico de funcao localmente lipschitziana, nao diferenciavel.

De facto,
1f @ y) = fE = [yl =191 < ly = 3l,

pela desigualdade triangular, para quaisquer y, 7 € R. Pelo que se conclui que f(t,y) = |y|
é localmente lipschitziana, com constante de Lipschitz igual a 1.

Aplicando entao o teorema de Picard-Lindelof, conclui-se assim que, para qualquer
condi¢ao inicial y(ty) = yo a equagao diferencial ordinéria dada tem solugao local tnica,
a qualquer é prolongavel a um intervalo maximo de definicao.

Para obter férmulas explicitas para as solugoes, comecemos por notar que a solucao nula
y(t) = 0 é a tnica solugao para dados iniciais nulos. As restantes solu¢oes ou sao sempre
positivas, ou sao sempre negativas porque, devido a unicidade, nao podem cruzar a solugao
nula.

Para y > 0 a equagao fica

dy

dt - y?

cujas solugoes sao y(t) = ce’, com ¢ > 0, definidas para todo o t €] — 0o, +-00].
Para y < 0 a equacao fica

dy

dt
cujas solugoes sao y(t) = ce™, com ¢ < 0, definidas para todo o t €] — 0o, +00].
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2. Considere o problema de valor inicial

1 dy 9

(a) Resolva o problema e indique o intervalo méximo de existéncia de solugao.

(b) Mostre que a solugao do problema de valor inicial

d
d—g = 2tlog (t +e) y? + s () : y(0) =1

existe, é unica e existe um 0 < 7' < 1 tal que lim y(t) = 4o0.
t—T—

Resolugao:

(a) A equacao diferencial é separdvel. Uma solugao trivial é y(¢) = 0 para todo o t € R,

mas nao € a que satisfaz a condicao inicial indicada. Todas as solugoes nao nulas,
incluindo a do problema de valor inicial indicado, satisfazem (dividindo a equagéo

por y(t) # 0) ; )
1 dy 9 1
B — | ——= ) =2t
y? di ¢>d(y(t)) ’

ou seja

1
)
y(t)

Impondo a condicao inicial, obtemos, com y =1 et =0,
1

pelo que a solucao ¢ dada por
1
)= —.

Assim, o intervalo maximo de existéncia desta solucao é t €] — 1, 1].

Seja f(t,y) = 2tlog(t + e)y? + e Como f(t,y) é de classe C™® na regido
(t,y) €] — e, +00o[xR, o teorema de Picard garante que existe uma tnica soluc¢ao
local do problema de valor inicial

(1)

% =2tlog (t +e)y? + e = f(t,y)
y(0) = 1.

Assim, esta solugao u(t) (a qual ndo nos interessa explicitar) estd definida num
intervalo da forma ]a, b[, com a < 0 < b. Pelo teorema de prolongamento de solugoes
a intervalos maximos, seja T o valor maximo que b pode tomar por prolongamento
da solugao u(t). Pretendemos mostrar que 0 < 7' < 1 e que E}%l— u(t) = +oo.

Pela alinea anterior, a fun¢do 1 ¢ a solugao do PVI % = 2ty?, y(0) = 1. Por outro
lado, para qualquer ¢ > 0 e qualquer y real, temos as seguintes desigualdades

2ty? < 2tlog (t + e) y? < 2tlog (t + e) y? + 52 ®W) = f(t,y).



Assim, a solucao u(t) do PVI (1) verifica

Como lim = +00, isto implica que T €]0, 1] e que lim u(t) = +o0.
t»1- 1 —t2 t—T~

3. Seja f : R? — R uma funcao de classe C* e 3y > 0. Considere o problema de valor inicial

(a)
(b)

y =yf(ty)
y(0) = vo.
Mostre que este problema tem uma tunica solu¢ao numa vizinhanca de t=0.

Mostre que, se f for limitada, entao a solucao da alinea anterior esta definida para
todoo t > 0.

Resolugao:

(a)

Como f(t,y) é de classe C', o produto yf(t,y) também é de classe C' nas duas
variaveis t e y, pelo que, em particular, é continua em (t,y) e localmente lipschit-
ziana relativamente a variavel y. Pelo teorema de Picard-Lindelof conclui-se que o
problema de valor inicial indicado tem solugao tnica (pelo menos) numa vizinhanga

det=0.

Seja I a intersecgdo do intervalo mdximo de definigdo da solucao y(t) da alinea
anterior com [0, +oo[. Como o dominio de f é R? I s6 nao serd igual a todo o
intervalo [0, +oo[ se a solu¢do explodir quando ¢ — T, para algum T €]0, +o0|.
Como yg > 0, segue-se, pelo teorema de comparacao de solucoes de EDOs, que em
It a solugao y(t) serd maior ou igual que a solugao u(t) do problema de valor inicial

{u/ =uf(t,u)
u(0) = 0.

Mas u(t) = 0 é evidentemente a solugao, tnica, deste tltimo problema, pelo que se
conclui que y(t) > 0 em I*. Por outro lado, sendo f limitada, tem-se |f(¢,y)| < M,
para algum M > 0, e atendendo a que y(t) > 0, vemos, de novo pelo teorema de
comparagao de solugoes de EDOs, que y(t) serd menor ou igual que a solugao de

v' = Mv
U(O) = Yo,

a qual é explicitamente dada por v(t) = ype™*. Conclui-se assim que
0 < y(t) < yoe™,

para todo o t € IT. Portanto y(t) nao explode em I pelo que s6 poderd ser
It =10, +o0][.



4. Considere o problema de valor inicial
y = y® — cos (te¥) + 1, y(0) = 1.
Mostre que admite solugao tinica localmente e que existe « €]0, 1] tal que

lim y(t) = +o0.

t—a~

Resolugao: Sendo f(t,y) = y* — cos (te¥) + 1 é ébvio que f estd definida em todo o R? e
¢ infinitamente diferencidavel, nas duas variaveis, em todos os pontos desse dominio, por
ser uma soma de fungdes infinitamente diferencidveis (uma delas uma composta de uma
trigonométrica com o produto de ¢ por uma exponencial). Por outro lado, f é localmente
lipschiztiana relativamente a variavel y, visto que sendo infinitamente diferenciavel, é
em particular C* nessa varidvel. O teorema de Picard-Lindelof garante assim existéncia
e unicidade da solucao do problema de valor inicial, numa vizinhanca pelo menos do
instante inicial ¢y = 0.

Usaremos agora o teorema de comparacao para provar a explosao da solucao para algum
tempo a €]0,1]. Assim, f(t,y) > y?, para todo o (t,y) € R?. Considerando, para
comparagao, o PVI

u' =u?,  w(0) =1,

obtém-se facilmente (a equagao é separdvel) a solugao (tinica)

1

u(t) = 1_¢

evidentemente definida para t €] — 0o, 1[. Pelo que se conclui que

y(0) > u(t) = 1,

para t na interse¢ao do intervalo méximo de definigao de y(t) com |0, 1[. Ora, como

li L I
1m —— = +00
t—1- 1 —¢ ’

conclui-se portanto que, por estar acima, também se terd lim; ,,- y(t) = +oo para algum
O<a<l.



