Calculo Diferencial e Integral - 111
Exemplos de Resolucoes

'Semana 7 - 23 a 27 de Outubro de 2023

1. Determine todas as solucoes de

dy 4
— = (14+2t)y".
7 (1+2t)y

Resolucgao: Esta é, evidentemente, uma equacao nao linear separavel.
Um solugao 6bvia é a func¢ao identicamente nula y(t) = 0, para todo o t € R.

Assumindo que y(t) # 0 na vizinhanga de algum ponto ¢y do seu dominio, podemos dividir
toda a equagao por y(t), para t nessa vizinhanga, obtendo:

1 dy
y(t)* dt

= (1+2t).

Agora, o lado esquerdo da equagao pode ser identificado com a derivada da funcao com-

posta % (—;> = L holo que

3y(6)3 y(®)* dt
d 1
Ry — (14 2t
dt< 3y<t>3) (1+20),

e primitivando dos dois lados, obtém-se

%(—L) — (142t = —

G _ /(1 +2t)dt + ¢

1 U 1
32 3t —3c T Y3z 31 _3¢

3y(t)?

— =t*+t ) =
S +t+c=y(t)

mas —3c¢, com ¢ € R uma constante arbitraria, é apenas outra constante arbitraria real,
pelo que concluimos que

1
O . —
y(t) Ve —3t2—3t

Estas solugoes nunca se anulam, pelo que concluimos que o conjunto das solugoes da
equagao é formado pela solucao identicamente nula e estas, para diferentes valores de
ceR.

ceR.



2. Obtenha explicitamente a solu¢ao do problema de Cauchy

y —y? =2t 4 2ty* + 1, y(0) = 0.

Resolucao: A equacao é nao linear. A primeira vista nao aparenta ser separavel, mas
um simples rearranjo dos termos permite escrever

Y=yt Hley =@+ ) +200+1) ey = @7+ D2+ ).

Agora, y? + 1 nunca se anula, pelo que podemos dividir a equacdo toda por este termo e
obter a equacao equivalente
1 dy
—— = =(2t+1
1+y2dt (2t +1),

cuja lado esquerdo ¢ a derivada da composta 4 (arctany(t)). Assim

d

— (arctany(t)) = 1 + 2t,

dt

e integrando dos dois lados, desde t, = 0 até ¢, para acertar imediatamente os dados
iniciais

t d t
/ — (arctan y(7))dr = / (1+ 27)dr = arctany(t) — arctany(0) = t + >
to=0 T to=0

= arctany(t) = arctan y(0) + ¢ + t* = y(¢) = tan (¢ + ¢°).

A solugdo, tnica, do problema de valor inicial dado é, portanto y(t) = tan (¢t + t?) e o
seu intervalo maximo de definicao é o intervalo de tempos t, contendo t, = 0, tais que
—7/2 < t+t* < 7/2. Mas t+t* é sempre maior ou igual a —1/4 (que ¢ o seu minimo, em
t = —1/2), pelo que a condigao —7/2 < t + t* ¢ satisfeita para todo o t. J& t + t* = /2
ocorre quando t = % , pelo que concluimos que o intervalo maximo de definicao
717\g1+ﬁ’ 71+\él+ﬁ [

da solugao é |

3. Resolva o problema de valor inicial

Resolugao: A equagao é nao linear e ja esta escrita na forma separdvel. O lado esquerdo
¢ a derivada da funcao composta %(:Jc(t)2 + e*®). Pelo que a equacio é equivalente a
d

E(a:(zf)2 + ") =¢



e integrando dos dois lados, desde ty = 0 até t obtemos

t d t
t

0=0 E to=0
= z(t)? + e®® = 2(0)2 + *@ +12/2 = £(t)? + *® = 1 + e + t2/2.

Mas, neste momento, chegamos a um ponto em que a equagio z2+ e® = 1 + e+ t2/2 nio
é possivel de ser resolvida de forma explicita em ordem a x para se obter a forma exacta
de z(t). O melhor que se consegue, neste caso, é apelar ao teorema da funcao implicita o
qual garante que, por ser 2z + e* # 0 em z(0) = 1, podemos concluir que na vizinhanga
desta condicao inicial, ou seja, de (to, z9) = (0,1) a equacdo implicita

et =1+e+t?/2

define, de forma tunica, uma solu¢ao (infinitamente) diferencidvel z(t) que satisfaz a
condi¢ao inicial, com um tempo de existéncia numa vizinhanca de ¢, = 0.

. Determine explicitamente a solucao do seguinte problema de valor inicial, indicando o
intervalo maximo de definicao da solucao:

dt

= y(l) =1.

dy 'y t
t oy

Sugestao: Faga a substituicao v = 2.

Resolugao: Seguindo a sugestao, faz-se a substitui¢do y(t) = twv(t). Entao y'(t) =
v(t) + tv'(t). Donde a equagao passa a escrever-se, para a nova incégnita v(t), como

1
v+t = v— -
v
1
st = —=
v
1
sSw = —-,
t

ou seja, obtivemos uma equacao separavel na qual o lado esquerdo pode ser visto como a
derivada, em ordem a t, de v?/2,

d v(t)? 1

dt 2 t
Para integra-la e obter a solugao v(t) usaremos desde ja a condigao inicial. Em termos da
nova funcado v ela escreve-se v(1) = yTI) = 1, pelo que a integracao da equagao separavel

—



se faz:

t 2 t
iv(s) ds = / —lds
d .S

1 ds 2
t)? 1)?
& v(2) — 0(2) = logl —logt
v(t)? 1
& = — —logt
2 2 %

sSot)? = 1-log(t?).

Para obter a expressao ezplicita para v(t) hd que resolver esta equagdao. Duas fungoes
se obtém: +4/1 —log (#2). Mas como a condigao inicial, em ¢ = 1, corresponde a uma
solugdo v(1) = 1 com valor positivo, destas duas fungoes v(t) sé poderd ser a que tem

sinal positivo, pelo que
v(t) = /1 — log (t?).

Finalmente, ha que desfazer a substituigao inicial para obter explicitamente a solugao y(t)

que procuramos, ou seja
y(t) = to(t) = t/1 — log (t?).

O intervalo maximo de defini¢ao é obtido procurando o maior intervalo aberto que contém
o instante inicial ¢ = 1 e onde a fungao é continuamente diferenciavel, o que, no nosso
caso, é dado pelas restrigoes t # 0 e 1 — log (%) > 0. Assim,

log(#*) < 1
st? < e (t#£0),

e concluimos finalmente que o intervalo méximo de defini¢ao desta solugao é 10, v/e].

. Considere o seguinte problema de valor inicial

d
t+ ye® + ozteZtyd—‘qi =0, y(1) =0

em que a € R\ {0}. Determine o valor de a para o qual a equagao é exacta. Para esse
valor, resolva o problema e indique o intervalo méximo de solucao.

Resolugao: A equacao, evidentemente nao linear devido a presenca da incégnita y na
exponencial, pode ser escrita na forma
dy

com
M(t,y) =t+ye®™, N(t,y) = ate’™.



Por definicao, a equacao é exacta se

OM N

2ty 2ty 2ty 2ty
— = — =€ +2t€ = (e +2t€ 5

o que implica que a = 1. Neste caso, temos N(t,y) = te?¥. Os potenciais para esta
equacao verificam

o¢ 99
— = M(t — = N(t
8t ( 7y)7 8y ( 7?/)7
ou seja
t2 62ty
¢ww:yﬁwwm:5+7+mw
e2ty
Comparando as duas expressoes, vemos que os potenciais sao da forma
t2 thy
tty=—+—+4+C

para uma constante C' € R. Assim, a soluc¢ao geral da equagao, na forma implicita, é

t2 e2ty
“y¢ o=
b

Comt=1, y=0, temos

1 1
—+-+C=0&C=-1
2+2+ ’

Logo, a solucao do problema de valor inicial é
t2 eZty

1
L t) = —log (2 — #2).
2+ 5 < y(t) 27jog( )

Esta solucao estd definida para t # 0 e 2 — > > 0. O intervalo de definicao (contendo
t = 1) é portanto, ]0,v/2[.

. Considere o seguinte problema de valor inicial

Verifique que a equacao admite um factor de integragao da forma p(y), determine-o e
resolva o problema, obtendo uma expressao explicita para a solucao e indicando o seu
intervalo maximo de definicao.



Resolugao: A equagao admite um factor integrante da forma p(y) se
2z 4 dy
u(y)( y 1(y) )

for uma equacao exacta, isto é, se

(%(u(y)(%z - 4)) = —(%(u(y)(%x - 2)) & u’(y)(Q—x —4) — u(y)z—f = —u(y)g
pelo que .
o2 o uy=yv
wooy

Confirma-se a existéncia do factor integrante u(y). Sendo

d
2x—4y—(4x—|—2y)£:0

uma equacao exacta, existe ® : R? — R, tal que V& = (2z — 4y, —4x — 2y) e as curvas
de nivel de ®(z,y) definem implicitamente a solucao geral da equagao diferencial. Para
calcular @, tem-se por um lado

0P
X

e por outro lado

0P
i =4z -2 & —4x+C'(y)=-42-2y & Cly)=—-y¥*+C, CeR

Y
pelo que ®(z,y) = 2% — 4zy — y*> + C, e a solugao geral da equagao ¢ definida por

22 —day—y’ =K , KelR
Pela condigao inicial, y(1) = —5, conclui-se que K = —4, pelo que
x? — 4oy —y® = —4
define implicitamente a solucao do PVI. Resolvendo em ordem a y, obtemos a expressao
explicita pedida
y(x) = =2z — Vb2 + 4.

O intervalo maximo de definicao desta solucao é evidentemente x € R.



