Calculo Diferencial e Integral - 111
Exemplos de Resolucoes

'Semana 5 - 9 a 13 de Outubro de 2023|

1. Obtenha um potencial vetorial dos seguintes campos.

(a) F(I,y,Z) = (—y,Z,3$),
(b) F(z,y,2) = (yz,z,zy?).

Resolucao:
(a) Para que exista tal campo é necessario que divF = 0. Entao
0 0 0
divE = ——(-y) —i—a—y(z) +5-(327) =0 emR

pelo que se confirma que existe um campo vetorial G : R® — R? (dado que as componentes
de F sao de classe C! em R3, sendo R? simplesmente conexo) tal que

rot G =F. (1)
Para determinar G = (G1, G2, G3), determinamos uma soluc¢ao da equagao (1):
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Assim, vamos calcular fungoes Gy, G2 e G3 tais que

Gy  08Gy __
Oy o
0G1 _ 08Gs __ P
Oz or
Gy  8G1 __
e T oy = 3.

Sabemos que existe uma solucao deste sistema tal que uma das componentes, Gy, G5 ou
G3, é nula. Podemos considerar, por exemplo, G1(z,y, z) = 0, e assim
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dy 92 — Y
Gs _
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L= 3.



Integrando a terceira e a segunda equagoes em ordem a x obtém-se:

3
G2(£7y72) = /3$d$—|—A1(y,Z) = §$2+A1(y,2)

Goloyy2) = = [2dut alyz) = o2+ Asly,2)
Substituindo na primeira equagcao, tem-se que

0 0 (3
(= ot Aaly2) - 5 (37 Al 2)) = -,

ou seja,
8A2<y7 Z) . aAAI(ya Z)

o 5, = Y (2)
Precisamos pois de determinar fungdes A;(y, z) e As(y, z) que verifiquem a equagao (2).
Dado que temos uma equacao e duas incognitas, existem certamente solucoes tais que
A1(y, z) =0 (por exemplo). Desta forma, resta determinar As(y, z) tal que

aA2(yv Z)) _ _
oy &

Primitivando em ordem a y, obtém-se

Aoty 2) = [y + Be) = -L + BG2).

Em conclusao,

3 2
Gz(ff,y,Z) = 51‘27 GS(:L‘7ya Z) = —TZ — % + B(Z)7

ou seja,
2

G(z,y,2) = (O, g:r;Q, —TE% — % + B(z)) ,

com B(z) qualquer fungdo de classe C'.

Observacao. Note que o problema pede apenas um potencial vetorial e nao todos os
possiveis potenciais vetoriais, de F; para resolver este tltimo problema nao poderiamos
ter feito as sucessivas escolhas que facilitam os calculos, mas restringem o conjunto de
funcoes onde se procura a solucao. No entanto, do ponto de vista as aplicacoes, é em
geral apenas necesséria a determinagao de um potencial vetorial, e nao de todos.

(b) Para que exista tal campo é necessario que divF = 0, o que é claramente verdadeiro
em R3. Podemos assim concluir que existe um campo vetorial G : R?* — R3 (dado que as
componentes de F sao de classe C'! em R?, e R? é simplesmente conexo) tal que rot G = F.
Para determinar G vamos considerar G = (G4, Go, G3). Entao
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Assim temos que calcular fungdes G, Gy e G5 tais que

8G; _ 8Gs _
Ay 5 4F
9G1 _ 0G3 __
0z ox
090Gy  0G1 __ 2

Ox oy B
Podemos considerar (por exemplo) Gs(z,y, z) = 0 e, assim,

0G2

9z — 4=

0G1 __

0z

0Gy  0G1 __ 2

Ox oy B
Primitivando a primeira e a segunda equacao em ordem a z, obtemos

Yz

GQ(xay7Z> - /_yZdZ+Al(x7y) = _7+A2<x’y)

GI(I‘,y,Z> = /'sz+A2(x7y) = .’L’Z—i—Al(.fL’,y).

Substituindo na terceira equacao,

0 yz2 0 9
O <—7 +A2($ay)> - a—y(IZ+A1(I,y)) = 1y,

que ¢é equivalente a

0As(z,y) _ A1 (z,y) —
Ox oy '
Resta pois o problema de determinar fungoes A;(z,y) e Ax(x,y) que verifiquem a equagao

acima. Mais uma vez para simplificar os cdlculos, podemos (por exemplo) procurar
solugbes tais que A;(x,y) = 0. Vamos entdo determinar As(z,y) tal que

0As(z,y) 5
P = xy°.

Primitivando em ordem a x, obtemos
2,2

Ax(w,y) = /xyzderB(y) - % + B(y).

Dado que B(y) é uma funcao arbitraria, podemos escolher B(y) = 0 (por exemplo). Um
potencial vetorial para F em R3 é:

2 2,2
G(z,y,2) = (az‘z, 2 + &,O> )

Neste tipo de problemas, pode ser boa ideia verificar, no final, que de facto rot G = F
(fica como exercicio para o aluno).



2. Considere a superficie definida por
S = {(x,y,z) ERY : 2+t + 22 =1, z>0}
orientada segundo a normal unitaria v = (v, e, v3) tal que v3 > 0.
(a) Utilizando o teorema de Stokes, calcule o fluxo de
H(z,y,2) = (ZL‘Z, yz, —2% + 1)

através de S (no sentido de v).

(b) Calcule o fluxo de
F(z,y,2) = (249’2 y, 2)

através de S (no sentido de v).

Resolucao:
(a) H estd definida e é de classe C' em R? (um conjunto em estrela) e a sua divergéncia
é

divH(z,y,2) = %(azz) + (%(yz) + %(—z2 +1)=2+2-22=0 em R

Assim sendo existe (pelo menos um) potencial vetorial ® : R3 — R3 tal que rot ® = H.

Sendo R? um conjunto em estrela, fazemos o calculo de um potencial vetorial pela féormula
integral:

1
®(z,y,2) = /H(ta:,ty,tz)x(t:c,ty,tz)dt
0

1| €1 €2 €3
= / t?rz tPyz —t222+1|dt
O |tz ty tz

1
= / (2t3yz2 — ty, —283222 + tz, 0) dt
0

1 1
= (yzz, —z2?, 0)/ 23 dt + (—y, x, O)/ tdt
0 0

—— S——
I |
1/2 1/2

1

= §<y(22—1), 56(1—22), 0).
Parametrizando o bordo de S, 95, por

v(t) = (cosb, senb, 0) 6 € [0, 27,



e aplicando o teorema de Stokes, obtemos:

//H-de = //rotq)-l/dS = /<I>-d’y
S S vy

- [ " 8 (1(6)) - +/(0) d8

2
= %/ (—sen@, cos b, 0)~(—sen0, cos 6, 0)d9
0

27 1 2T
= 5/0 (sen29+00529)d9 = 5/0 df = .

Note-se que, sem a exigéncia do uso do teorema de Stokes, este fluxo seria até mais
facilmente calculado com recurso apenas ao teorema da divergéncia, tal como na alinea
seguinte.

(b) Note que, neste caso, divF = 3 e, por isso, ndo ha potencial vetorial para F.
No entanto, e tendo em conta que divF é constante, é proveitoso usar o teorema da
divergéncia. Seja F o hemisfério norte da bola de raio centrada na origem, isto é,
E={(z,y,2) : 2> +y*+ 22 < 1, 2 > 0}. Entéo

Por outro lado, sendo a fronteira de £, OF = S + T, onde T = {(x,y, 0): 2% +y%< 1},
o fluxo através de T é também facil de calcular:

//TF.de = //T(l‘—i—yQZ,y,z)-(O,O,—l)dS — //T—zdS:o

(pois z=0em 7).

Finalmente, pelo teorema da divergencia:

o = ///EdideV
_ //SF.VdS—i_M — //SF-udS.

0



3. Considere a equagao diferencial ordinaria
/
Yy =seny.

(a) Esboce o campo de diregoes e trace os respetivos tipos de solugoes.

(b) Determine todos os pontos de equilibrio da equacgao e classifique-os quanto a serem
estaveis ou instaveis.

Resolucao:

(a)A equagao é auténoma, visto que a derivada da solucao depende apenas do valor (da
posigao) y e nao do instante de tempo ¢. Assim, as inclinagoes do campo de diregoes, no
plano ty, dependem sé do valor de y, sendo paralelas para todo o t. As solugoes serao
também paralelas, dependendo apenas do valor y(ty) da sua condicao inicial.

Como é habitual, para equacoes autonomas, comecamos entao por determinar os pontos
de equilibrio da equacao, ou seja, os valores de y para os quais a derivada da solucao é
nula. Nesta caso sao

Yy =0&seny =0« y=km, keZ.

Entre os pontos de equilibrio a derivada pode apenas ter um dos sinais, ou positivo ou
negativo porque, pelo teorema do valor intermédio para funcoes continuas, se tivesse os
dois sinais e transitasse de sinal entre dois pontos y teria de haver um outro zero entre
eles, o que é impossivel. Assim, é facil ver que entre 2km < y < (2k + 1), se tem apenas
seny > 0, ou seja, a solugao y(t) serd crescente, e entre (2k+ 1)7 < y < (2k+2)7, tem-se
seny < 0 e portanto af y(t) é decrescente.

Isto é suficiente para esbogar o campo de diregoes e alguns tipos de solugoes.
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(b) J4 se viu, na alinea anterior, que os pontos de equilibrio desta equagao auténoma sao
as solugdes constantes y(t) = km, k € Z. Resta analisar a sua estabilidade. Mas esta é
evidente, até observando o campo de diregoes e o esboco das solugoes:

e as solugbes constantes y(t) = km, com k par, sdo pontos de equilibrio instével visto
que pequenas perturbacoes das condigoes iniciais fazem as solugoes afastarem-se do
ponto de equilibrio e convergir para y(t) = k7, com k fmpar.



e as solugoes constantes y(t) = km, com k impar, sao pontos de equilibrio estédvel
porque, contrariamente as anteriores, pequenas perturbagoes das condicoes iniciais
fazem as solugoes convergir de volta a aproximarem-se delas.

4. Considere a equacao diferencial ordinaria

,_
y_—y—t

(a) Determine todas as solugoes da forma y(t) = mt, com m € R.

(b) Esboce o campo de diregoes e trace os respetivos tipos de solugoes. (Sugestao: Co-
mece por procurar pontos do dominio da equagao em que as derivadas das solucoes
tém valores determinados.)

Resolugao:
(a) Substituindo y(t) = mt na equagdo, procuramos os valores de m que a verificam, ou
seja

ot 2 ,
L | e (m#1)
1+£+v1+8
@mz% & m=2 ou m=—1.
Ou seja, as fungoes y(t) = 2t e y(t) = —t s@o as duas unicas solugdes da forma y(t) = mt

da equacdo (Em rigor, como a equagao nao estd definida no ponto (0,0) do plano, estas
solugoes nao podem ser considerada com dominio ¢ € R, pelo que, relembrado que a
definicao de solucao obriga a que os seus dominios sejam obrigatoriamente intervalos,
deverao entao ser considerados como dominios possiveis os intervalos | — oo, 0 ou |0, +00]
o que, em face das combinacoes de duas solucoes para cada um dos dois intervalos, resulta
em 4 solugoes).

(b) Seguindo a sugestao, procuramos regices do plano ty em que as derivadas das solugdes
tenham valores determinados. Seja o valor dessa derivada, digamos, A. Entao, os pontos
do plano em que as solugoes que por eles passam o fazem com derivada igual a A sao

dados por

21 24
A:—t@)\y—)\t:%@y:Lt.
y_

Ou seja, sao retas que passam pela origem do plano, com declive % Por exemplo, os
pontos do plano ty onde as solucoes passam com derivada nula sao os pontos com A = 0,
ou seja t = 0 e isso corresponde ao eixo dos yy (reta com declive infinito). Sobre o eixo
dos tt, ou seja, na reta y = 0 as solugoes passam com derivada A = —2. Os pontos
onde as solugoes passam com declive de 45, isto é com derivada A = 1 sao os pontos da
reta y = 3t. Os pontos onde o declive das solugoes é A = —1 sao precisamente y = —t,
ou seja a reta cujo declive é o mesmo das solucoes que passam nesses pontos. Ora essa
situacao especial corresponde a propria reta y = —t ser ela mesmo solugao. Idem, para



os pontos onde o declive é A = 2, que é a reta y = 2t. Sao as duas solucoes obtidas na
alinea anterior. Por fim, pontos especiais, que nao estao sequer no dominio da equagao
sao os da reta y = t, onde a equacao nao esta definida visto o denominador da fracao se
anular: podemos considerar que sao pontos em que as solugoes atingem derivada infinita
e deixam de estar definidas.

Esbogando os campos de diregoes, com os declives A, sobre as retas y = %t obtém-se
entdo o esbogo (a reta espessa a vermelho indica os pontos y = t onde a equagao nao esta
definida e que, por isso, esta fora do dominio da equagao e das solugoes):
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