Calculo Diferencial e Integral - 111
Exemplos de Resolucoes

'Semana 4 - 2 a 6 de Outubro de 2023]

1. Verifique a validade do teorema de Stokes quando aplicado ao campo vetorial
F(.CE’ y? Z) = (y2? x? 22)

e & superficie, S, constituida pela parte do paraboloide z = 1 — 22 —y? acima do plano z = 0,
considerando a normal unitaria em cada ponto de S, v, com terceira componente positiva.

Resolucgao: Temos que verificar que

fF-dv = //rotF-udS
c S

sendo C' o bordo de S com orientacao compativel com a escolha de v.

Comecemos por calcular o integral de superficie. S pode ser parametrizada por g(z,y) =
(z,y,1 — 2? — y?) no dominio D = {(z,y) : 2> + y*> < 1}. Assim

9] 0]

99 99 _

or 0Oy
Dado que a terceira componente deste vetor é positiva (estd de acordo com a indicagao dada
no enunciado) vamos usar este vetor como a normal, no célculo do fluxo de rot F através de
S. Por outro lado

(2z,2y,1)

€1 €2 €3
rotF = |2 6% 21 =(0,0,1-2y)
y2 T 22

Assim

//SrotF-de = //DrotF(g(x,y))-(%xg—g) dz dy
_ //D(O,O,I—Qy).(Qm,Qy,l)dA _ //D(I—Qy)d:vdy

Mudando para coordenadas polares

1 2
// rot - vdS = / / (1 —2psen@)pdf dp
S o Jo

1 2m 1
= // (p—2p°senf)dddp = /27Tpd,0 =7
o Jo 0



Vamos agora calcular o integral de linha — isto é, o trabalho de F ao longo do bordo de S.
O bordo de S, 0S, é a circunferéncia z? + y?> = 1 no plano z = 0, orientada positivamente
quando vista de cima (para ser compativel com o sentido de v). A curva S pode entdo
parametrizada por y(t) = (cost,sent,0), t € [0,27], pelo que:

27
]{ F-dvy = / (sen?t,cost,0) - (—sent, cost,0) dt
as 0

27
= / (—sen 3t + cos 2t) dt
0

27
= / cos °t dt
0

2T

1 2t

L [,
0 2

Confirma-se, portanto, a validade do teorema de Stokes neste exemplo particular.

. Usando o teorema de Stokes, calcule o fluxo do rotacional de F através da superficie S

//rotF-udS
S

(a) S o hemisfério superior (isto é, z > 0) da esfera 2> + y* + 2% = 4, em que se considera
a normal v com terceira componente positiva e

Nnos Ccasos que se seguern.

F(l‘7y, ’Z) - (ya -z, y$3> .

¢ a parte do plano x + 2z = 1 no interior do cilindro z* + y* < 1, em que a normal v
b) 5 é te do pl 1 interior do cilind 22 <1 1
tem terceira componente positiva e

F(x,y,z) = (x, -2z, y)

(c) S é formada pelo topo e pelos quatro lados (nao inclui a base) do cubo de vértices
(j: 1, £1, j:l), em que v ¢ a normal unitaria exterior ao cubo e

F(z,y,2) = (zyz, zy, 2°yz) .

Resolugao:
(a) Dado que estamos nas condigoes do teorema de Stokes, pois F ¢ de classe C' em R? e
S é uma superficie orientavel, podemos utilizar este teorema.

//rotF-udS:]{F-dv
S vy



sendo v = S o bordo de S, orientado de forma compativel com a normal indicada. O
caminho 7 ¢ a interseciao da esfera com o plano z = 0, ou seja, 22 + y* = 4 percorrida em
sentido direto (quando vista de cima); como tal, pode ser parametrizada por

v(t) = (x(t),y(t), 2(t)) = (2cost, 2sent, 0), t € [0, 2m].

Sendo F(z,y,2) = (y, —x, yz3), resulta pois que:

//rotF-de = %F-dv
S s

2
S AR-CORIOL
0
2w
= / (QSent, —2cost, 168entcos3t)-(—2sent,2(:ost,0)dt
0

2T
= / ( — 4sen %t — 4cos 2t) dt = —8m.
0

(b) Para determinar o bordo de S, calculamos a interseccio da superficie cilindrica 2%+ =

1 com o plano x + z =1
r+z=1

Projetando 0S no plano zy, obtém-se a circunferéncia x(6) = cosf, y(f) = senf, onde
6 € [0, 27]. Da equagao do plano (que contém S e 9S) z = 1 — z, pelo que a parametrizac¢ao
do bordo é:

z(0) = cos @
y(0) = send para 6 € [0, 27].
z(0) =1 — cosf

Temos entao que o bordo tem a parametrizagao
v(6) = (Cos 0, senf, 1 — cos 9), com 6 € 0,2n].

Note que S é orientavel e o seu bordo, v, tem sentido compativel com a normal dada. Além



disso, F(z,y,2) = (x, —z,y) é de classe C' em R®. Pelo teorema de Stokes:

//rotF-de = %F-dv
S vy

2
= / (cos@, cos — 1, senf) - (—sen 6, cosf, senf) df
0

2
= / (—cos Bsen 6 + cos 20 — cos  + sen Zt) do
0

1 2T 27 2
= ——/ sen 260 df + / do + / cos 6 do
2 Jo 0 0

= 2m.
(c) A superficie S é constituida por todas as faces do cubo, excepto a que estd contida no
plano z = —1. O seu bordo, 0S5, é formado por todas as arestas do cubo que estao contidas
plano z = —1, sendo percorridas no sentido positivo em torno do eixo dos zz, compativel

com a orientacao de S.

sendo v = 1 + Y2 + ¥3 + 74 0 bordo de S orientado de forma compativel com a normal
indicada. Desta forma, v é a concatenacao dos segmentos de reta que formam as arestas da
parte inferior do cubo, e que sao parametrizadas por:

1) = (=1, —-t, —1)  com t € [-1,1];
7)) = (¢, -1,-1) com te€[-1,1];
() = (1,t, —1) com t € [—1,1];
() = (=t,1,-1)  com te [-1,1].

Sendo F(z,y,2) = (vyz, vy, %yz) de classe C' em R? e S uma superficie orientavel cujo
bordo é uma curva de Jordan, resulta do teorema de Stokes que:

//rotF-de — fF-dv
S a8
4
= Z/th
i=1 i

= /1(—t,t,t) -(0,—1,0)dt + /1 (t,—t,t*) - (1,0,0) dt

1 =1

+/1 (=t t,—t)-(0,1,0)dt + /1 (t,—t,—t*) - (=1,0,0) dt

1 -1

s ~~

0

1
_ / (—t4ttt—t)dt = 0.




3. Use o teorema de Stokes para calcular o trabalho do campo vetorial F ao longo da curva C

j{F-dy
c

(a) C é a curva de interse¢ao do plano z = 2 com o cone z = \/x? + 42, percorrida no
sentido anti-hordrio quando vista do ponto (0,0,5) e

onde:

F(zr,y,2z) = (:102 —y, 4z, $2) )

(b) C é o triangulo de vértices (1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1), percorrido no sentido positivo
quando visto do ponto (5,5,5) e

F(z,y,2) = (z+¢° y+2° z+2%).

Resolucgao:
(a) Pelo teorema de Stokes, temos que

fF-dv = //rotF-l/dS,
c S

sendo S uma superficie cujo bordo é C' e orientada de forma compativel com o sentido
indicado para C. Observe-se que se pode usar qualquer superficie nessas condigoes. Assim
sendo, e em vez da superficie cénica sugerida pelo enunciado, consideramos o circulo

S:{(x,y,z)€R3 : x2+y2<4,z:2}.

Note-se que S é a base do cone /22 + y2 < z < 2, pelo que o bordo de S coincide com C'.
Parametrizando S por

g(p,8) = (pcosb, psenb, 2) com p€]0,2[, 6€]0,2n][,

a orientacao associada a g é

el €2 €3
g_ix% = | cosf senf 0| = (0,0,p).

—psen pcosf 0

Esta orientacao é compativel com o sentido de S — que é o sentido direto, quando C' é vista
de (0,0,5). Por outro lado:

€9 €y €3
o) o) o]
rot F = 9z 8_y 9 = (—47—233, 1)



Pelo teorema de Stokes:

/F-dfy = //rotF-de
c S

2 2
= / / ( —4, —2pcos b, 1) - (0,0, p) do dp
0o Jo

2 27 2
= dodp = 2n(2|) = 4nm.
[ [ eawar = 2n(g]) = o

(b) Pelo teorema de Stokes temos que

%F-dfy = //rotF~de,
c S

sendo S uma superficie cujo bordo é C' e v a normal a S compativel com o sentido indicado
para C'. Sendo que um vetor normal ao plano que contém os trés vértices do triangulo é
(1,1,1), a equagao deste plano é

(x—1,4,2)-(1,1,1) =0 & z4+y+z=1

Consideramos a seguinte parametrizacao do triangulo:

g($ay) = (%?Jal —Z _y)7

com ¢ esta definida na projecao do triangulo sobre o plano zy:
T:{(x,y)eR2 : 0<x<1,0<y<1—a7}.

A orientacao associada a esta parametrizacao é

o o €1 €2 €3
%:a_gxa_f’: 1 0 -1 = (1,1,1),
o ov 0 1 -1

sendo compativel com o sentido de C'; note que em caso contrario bastaria tomar —7 no
lugar de 77, no célculo que se segue.

Por outro lado:

€1 ()] €3
rot F = % 8% % = (—2z,—2z,-2y) = —2(z,z,y).

x+y2 y+z2 z+x2

Pelo teorema de Stokes:

walfy = //rotF-de
c S

T
= —2//(}—x—y—|—x+g)dxdy
T v~
{

= —2//Tda:dy = —2Voly(T) = -2(3) = -1




4. Calcule a circulagao do campo vetorial F(x,y, z) = (y, 2% —2) ao longo da curva dada por
2?2 +y? =4 e z = 3, percorrida no sentido anti-hordrio (quando vista de cima), utilizando:

(a) a definigao de integral de linha de um campo vetorial ao longo de um caminho;

(b) o teorema de Stokes.

Resolucao:
(a) A curva é uma circunferéncia de raio 2, contida no plano z = 3; assim, pode ser
parametrizada por

v(t) = (2cost,2sent,3) , te€[0,2n].

Logo, a circulagao do campo F ¢ dada por

27
74 F-dv = / (QSent,4cos 2t —3) - (—2sent, 2cost,0) dt
o 0

2

= / (—4cost + 8sen’t) dt
0
27 2w

= / 2(cos2t — 1) dt + / 8(1 — cos *t)sent dt
0 0

27 cos 3t
+ 8 [ —cost +
0 3

21

= (sen2t — 2t)

0

= —4m.
(b) A curva C é regular, fechada e simples, e coincide com o bordo do circulo
S = {(x,y,z) e R? . 2?2 4 2 §4,z:3}

Neste caso, para escolher uma orientacao para S compativel com C' devemos escolher a
normal unitaria v = (0,0, 1). Dado que

€1 €2 €3
0 0 0

rot F = 3z dy 0z = (0,0,21’—1)
y z° —2

temos, pelo teorema de Stokes, que

fCF-dy _ //SrotF-de://S(Qx—l)dS.



Efetuando a mudanga para coordenadas polares, obtém-se

2 2
f F-dy = / / (2pcos@ — 1)pdf dp
c 0o Jo

2
_ / <2p2 [ cos 0 df —p) dp
0 S————

que € o resultado esperado.

. Seja S a superficie parametrizada por
g(u,v) = (u, v, 2 —u? —v2), com (u,v) € B = {(u,v) eR?: w4+t < 1}.
Calcule o fluxo do rotacional do campo vetorial
F(z,y,2) = (y,0,2 +y)
através de S na direcao da normal com terceira componente positiva, utilizando

(a) a definigao de fluxo;

(b) o teorema de Stokes.

Resolucao:
(a) O fluxo do rotacional do campo vetorial F é o integral / / rot F - vdS. Temos que
S
€1 €9 €3
_ o o o | _
rotF = B B_y 52 = (1,—1,—1)
y 0 z+y
Por outro lado, uma normal a superficie é
a a €1 €9 €3
T = 6_g><6_g = —ou| = (2u,2v,1)
OO0 1 2

Assim sendo,

[P vas = [[a,-1.-1)- @u20nas = [[ @u-20-Ddudn



Efetuando a mudanca para coordenadas polares u = pcosf, u = psenf, e como B é dado
por (p,0) € ]0,1[ x |0, 27[:

1 2m
// rot F - 7dS = / / (2pcos@ — 2psen® — 1) pdf dp
S 0o Jo

1 2m 2 2
= / (2,02/ cos 0 df —|—2p/ sen 6 df —p/ d@)d,o
0 Jo . Jo . 0

0 0

1

1
= /(—%p)dp = —mp
0

0

(b) Para aplicar o teorema de Stokes necessitamos de uma parametrizagdo do bordo de
S cujo sentido é compativel com a orientacao da superficie. Sendo OB a circunferéncia
u? +v? = 1, tomando u(t) = cost e v(t) = sent, ou seja,

v(t) = (cost,sent) t €0, 2],

e tendo em conta que W —a orientacao de S segundo a qual se pretende calcular o fluxo
— coincide com a normal induzida pela parametrizacao, entao o bordo de S é o caminho

I'(t) = gov(t) = g(cost, sent)
= (cos t, sent, 2 — cos >t — sen 2t) = (Cos t, sent, 1), t € [0, 27].

Pelo teorema de Stokes:

//rotF~1/dS =
S

F.dl

—

2
(sent, 0, cost + sent) - (— sent, cost, 0)dt

Il
>

2

1 2m
—sen’t dt = —5/ (1 —cos2t)dt = —m.
0

I
>~

. Considere o campo vetorial
G(z,y,2) = (yz, —x2z, 22)

e a superficie
S = {(x,y,z)eR3 2t byt =142, 0<z<1}.

Calcule o fluxo do rotacional de G através de S, segundo a normal com terceira componente
negativa, usando:

(a) o teorema de Stokes;



(b) o teorema da divergéncia.

Resolucao:
(a) A superficie S é dada por z = 2% + y* — 1, com

0<z<l1 = 0<z’+9°—1<1 = 1<2®+y* <2
Podemos pois parametriza-la por
g(@,y) = (z,y, 2* +y* - 1),
com ¢ definida na coroa circular
A = {(w,y) eER?: 1< 2+ <2}.

Um vetor normal a S é

8 a €1 €3 €3
W= Xl = 2z| = (=2, —2y, 1)
ro9y 0 1 2y

Como necessitamos da normal a S com terceira componente negativa, tomamos —7. Em

consequéncia, para obter uma parametrizacao para o bordo de S que seja compativel com
esta orientagao precisamos que a fronteira de A, que designamos por 7, seja percorrida no
sentido inverso.

Como tal, consideramos v = 7; + 72, onde
m(t) = (V2cost, —V2sent), t €0, 2],
Y2(t) = (cost, sent), t € [0, 27|
Resulta entao que o bordo de S é I' =T"; + I'y, onde
[i(t) = gom(t) = (ﬁcost, —v/2sent, 1), t €0, 2],
[o(t) = goma(t) = (cost, sent, 0), t €[0,2x].

De acordo com o Teorema de Stokes, e notando que G = 0 em I'y, temos:

//rotG-udS
s

/G-dF = G-dl'y + G -dl'y
r

Iy T

21
- / (— V2sent, —v/2cost, 1) : (— V2sent, —v/2cost, O) dt
0

2T
= / (QSen 2t + 2cos Qt) dt
0

21
= / 2dt = 4.
0

10



(b) Uma vez que o teorema da divergéncia sé se aplica a superficies que sao fronteira de
dominios abertos e limitados, acrescentamos a superficie S os circulos

T, = {(m,y,z)€R3 :2=0 e x2—|—y2§2}
T, = {(I,y,z)€R3 cz=1e x2+y2§1}.

Em linguagem informal, podemos dizer que T} é a “tampa” do sélido D e T5 o seu “fundo”,
onde
D = {(x,y,z) eER?: 2’ +y’<l4+ze0<z< 1}.

Assim sendo, 0D =T, UT, U S. Sendo

€1 €9 €3

rot G = C% 8% % = (z,y,—22),

Yz —xz 2

aplicamos agora o teorema da divergéncia ao campo vetorial rot G, por forma a verificarmos
que o fluxo deste campo é, de facto, nulo:

// rotG-vdS = ///dlvrotG = 0.
aD D N—~—

Por outro lado, como 0D =T, UT, U S:

//rotG-de—l—// rotG-de—i-// rot G-vdS = // rot G -vdS = 0.
S T Ty oD

Utilizando

g(z,y) = (x,y,1) definida em D; = {(z,y) : 2* + y* < 2},
g2(z,y) = (x,y,0) definida em Dy = {(z,y) : 2> + ¢y* < 1},

como parametrizacoes de 17 e T5, respectivamente, resulta assim que:

//rotG~1/dS = —// rotG-VdS—// rot G -vdS
S T T
// z,y,—2)-(0,0,1)dxdy — // x,y,0)-(0,0,—1) dx dy
D1 Do ~~ 4

_ 2//[) dedy — 27r(¢§)2 — 4n.

11



7. Obtenha um potencial vetorial dos seguintes campos.

(a) F(:L‘,y,z) = (—y,273$),
(b) F(z,y,2) = (yz, z, zy?).

Resolucao:
(a) Para que exista tal campo é necessario que divF = 0. Entao

divF = g(—y)+—(z)+—(3x) =0 emR’

pelo que se confirma que existe um campo vetorial G : R® — R3 (dado que as componentes
de F sao de classe C! em R3, sendo R?® simplesmente conexo) tal que

rot G =F. (1)
Para determinar G = (G, G, G3), determinamos uma solucao da equagao (1):

€1 €2 €3

_ 0 o) 0
rotG = Er 8_y 92
G1 Gy Gs

oy 0z 0z or ' Ox oy

<8G3_8G2 0G, 0G5 G, aGl) (g

Assim, vamos calcular fungoes Gy, G2 e G3 tais que

0G3  0Ga __
Oy 9z Y
9G1 _ 0Gs _
Oz oxr
8Gs G, _
e oy = 3.

Sabemos que existe uma solucao deste sistema tal que uma das componentes, G, G5 ou Gj,
é nula. Podemos considerar, por exemplo, G;(z,y, z) = 0, e assim

9Gs _ 9Gy _

Oy 2
0Gs _

o = C

0Ga __

o = 3.

Integrando a terceira e a segunda equacoes em ordem a x obtém-se:
3 9
GQ(x7y>Z) = 31‘d$+A1(y,2) = 51' +A1(y,z)

G = — / e Aol 7)) = = Aol 7).

12



Substituindo na primeira equagao, tem-se que

0

0 3
8—y(—a:z+A2(y,z)) —&(

§x2+A1(y,Z)) = —77,

ou seja,

8142(3/,2) . aAl(ya 2) _ (2)
By 8. 7
Precisamos pois de determinar fungoes A;(y,z) e As(y,z) que verifiquem a equagao (2).
Dado que temos uma equacao e duas incognitas, existem certamente solugoes tais que
A1(y, z) =0 (por exemplo). Desta forma, resta determinar As(y, z) tal que

0As(y, 2))
dy

Primitivando em ordem a y, obtém-se

Aoty 2) = [(-p)dy+ B =L+ BG2).

Em conclusao,

3 2
G2(x7y7z) = 51‘27 G3(:L‘7ya 2) = — Iz — % + B(Z)7
ou seja,
3 5 y?
G(z,y,z) = 0,§x ,—xz—E—I—B(z) ,

com B(z) qualquer fungao de classe C.

Observacao. Note que o problema pede apenas wm potencial vetorial e nao todos os
possiveis potenciais vetoriais, de F; para resolver este tltimo problema nao poderiamos ter
feito as sucessivas escolhas que facilitam os cédlculos, mas restringem o conjunto de funcoes
onde se procura a solucao. No entanto, do ponto de vista as aplicacoes, é em geral apenas
necessaria a determinacao de um potencial vetorial, e nao de todos.

(b) Para que exista tal campo é necessario que divF = 0, o que é claramente verdadeiro
em R3. Podemos assim concluir que existe um campo vetorial G : R?> — R3 (dado que as
componentes de F sao de classe C! em R3 e R? é simplesmente conexo) tal que rot G = F.
Para determinar G vamos considerar G = (G4, Go, G3). Entao

€1 €2 €3

0Gs 0Gy 0G 0G3 0G oG
_ |l o9 2| _ 3 2 1 3 2 1 _ 2
otG = e a o ( Dy 0z 0z dr’ Ox y > (v, 2, 7).

G1 Gy Gs
Assim temos que calcular funcoes G, Gy e G5 tais que

Gy _ Gy _

Oy 82 Y2
G, _ 9Gs _

0z ax T
Gy _ 9G1 _ .2
Ox oy SR

13



Podemos considerar (por exemplo) Gs(z,y, z) = 0 e, assim,

0G2

9z — e
090G, __
T
0G2 0G1 2

ox dy = B
Primitivando a primeira e a segunda equacao em ordem a z, obtemos

Yz

GQ(xvyvz) = /—yZdZ+A1(I’,y) = _7+A2($7y)

Gl('rvyVZ) = /xdz+A2(‘r7y) = xZ+A1(I7y)

Substituindo na terceira equacao,

9, yz? 9, R
9z (—7 +A2(x7y>) - 8—y(~’172'+141(517»y)) = xy°,

que é equivalente a

0As(z,y) _ A1 (z,y) — 1
Ox oy '
Resta pois o problema de determinar fungdes A;(z,y) e As(x,y) que verifiquem a equagio

acima. Mais uma vez para simplificar os cdlculos, podemos (por exemplo) procurar solugoes
tais que A;(z,y) = 0. Vamos entdo determinar As(x,y) tal que

0As(z,y) o
9z = zy”.

Primitivando em ordem a x, obtemos

2,2

Az(2,y) —/IdeerB(y) - 3323/ + B(y).

Dado que B(y) é uma funcao arbitraria, podemos escolher B(y) = 0 (por exemplo). Um
potencial vetorial para F em R3 é:

2 2,2
G(J},y,Z) - (mz’_%_’_x ‘ 70) '

2 2

Neste tipo de problemas, pode ser boa ideia verificar, no final, que de facto rot G = F (fica
como exercicio para o aluno).

. Considere a superficie definida por
S = {(:c,y,z) ERY . P+ t+2=1, z>0}

orientada segundo a normal unitaria v = (v, s, v3) tal que v3 > 0.

14



(a) Utilizando o teorema de Stokes, calcule o fluxo de
H(z,y,2) = (a:z, yz, —2% + 1)

através de S (no sentido de v).

(b) Calcule o fluxo de
F(z,y,2) = (249’2 y, 2)

através de S (no sentido de v).

Resolucao:
(a) H estd definida e é de classe C! em R? (um conjunto em estrela) e a sua divergéncia é

divH(z,y, z) = %(mz) + (‘%@Z) + %(—z2 +1)=2+2-22=0 em R

Assim sendo existe (pelo menos um) potencial vetorial ® : R?* — R3 tal que rot ® = H.

Sendo R? um conjunto em estrela, fazemos o célculo de um potencial vetorial pela férmula
integral:

1
(I)(I,y,Z) = / H<t$,ty,tz) X (tl‘,ty,tZ) dt
0

1| €1 €2 €3
= / rz tPyz —t222+1| dt
O |tz ty tz

1
= / (2t3y22 — ty, —28%x2% + tz, 0) dt
0

1 1
= (yzz, — 22, O)/ 23 dt + (—y, x, O)/ tdt
0 0

—
1}2 1}2

1

= §<y(z2—1), x(l—zZ), 0).

Parametrizando o bordo de S, 95, por

v(t) = (cosb, senb, 0) g € [0, 27],
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e aplicando o teorema de Stokes, obtemos:

//H-de = //rot@-yds = /<I>-d’y
S S o

- [ "8 (1(60)) - (0) d8

2
= %/ (—sen@, cos b, 0)~(—sen9, cos 6, O)dG
0

2T 1 21
= 5/0 (sen29+cos29)d9 = 5/0 df = .

Note-se que, sem a exigéncia do uso do teorema de Stokes, este fluxo seria até mais facilmente
calculado com recurso apenas ao teorema da divergéncia, tal como na alinea seguinte.

(b) Note que, neste caso, div F = 3 e, por isso, ndo ha potencial vetorial para F. No entanto,
e tendo em conta que div F é constante, é proveitoso usar o teorema da divergéncia. Seja F
o hemisfério norte da bola de raio centrada na origem, isto é, £ = {(x, y,2)x?+yi+ 22 <
1, z > 0}. Entao

Por outro lado, sendo a fronteira de E, OF = S + T, onde T = {(x,y,()) 24P < 1}, 0
fluxo através de T' é também facil de calcular:

//TF.de = //T(x+y2z,y,z)-((),07—1)d5’ — //T—zdszo

(pois z=0em 7).

Finalmente, pelo teorema da divergéncia:

o — ///EdideV
_ //SF.yd5+//TF-de - //SF-udS

—_—

9. Seja C' um caminho fechado e simples que pertence ao plano = +y 4+ z = 1 e é percorrido
no sentido direto quando visto do ponto (0,0, 10). Mostre que o integral de linha

?{ zdx — 2xdy + 3ydz
c
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depende apenas da drea da regiao do plano x + y + 2z = 1 delimitada por C.

Resolugao: Seja S a regiao interior a curva C' no plano
z+yt+z=1 & z=1—z—y.
Vamos parametrizar S por
g(z,y) = (wy,1-v-y), (z,y)€PCR,
onde P é a projecao de S no plano coordenado z = 0, ou seja, o triangulo
P = {(x,y)€R2:0<x<1,0<y<1—x}.

A orientacao associada a esta parametrizacao,

8g 89 €1 € € K 1

%

7= — 1 0 -1 = 1,1,1), v = - (1,11
s oy~ |p O Zj = @bl Ei R

é compativel com o sentido prescrito para C. Por outro lado, considerando o campo dado,
F(x,y,z) = (2, -2z, 3y):

€1 €2 €3

rtF = |2 2 Z| = (3,1,-2).
z —2x 3y

Pelo teorema de Stokes

%zdm—Qxdy—i-Bydz = %F dy = //rotF~1/dS
c s
= ,1,—2 1,1,1)dS = Vl S
// ( //f 73 el8)

Comentdrio: note que se a curva fosse percorrida no sentido contrario ao que foi prescrito,
o valor do integral seria —%’ Voly(S). O integral depende apenas do sentido da curva e da
area da regiao do plano delimitada por C'; para além desta dependéncia, o integral nao é
funcao nem da “forma” da curva nem da sua posi¢ao no plano.
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