Calculo Diferencial e Integral - 111
Exemplos de Resolucoes

|Semana 3 - 25 a 29 de Setembro de 2023

1. Calcule o fluxo do campo vetorial

F(z,y,2) = (2,9,2)

através da superficie S definida por z = 1 — 22 — y? e z > 0 orientada para fora.

Resolucao: Trata-se de uma porcao do paraboloide de equacao z = 1 — 22 — y? situada
acima do plano z = 0. Assim, podemos considerar para esta superficie a parametrizagao

g(u,v) = (u, v,1—u?— v2)

com (u,v) € D = {u? +v? < 1}, dado que a intersegao de z = 1 — 2% — y* com o plano
2z = 0 é a circunferéncia de equacao % + y?> = 1. Temos que
99 dg
— =(1,0,-2 , —=1(0,1,-2
5y = ( u) 5y v)
Como tal, a expressao geral do vetor normal a S necessario ao calculo do fluxo é dada
por
o o €1 €9 €3
8—9 X 6—9 =1 0 —2u| = (2u,2v,1)
v 0 1 -2

Dado que a superficie S é orientada para fora, devemos usar este vetor ﬁ e nao o seu
simétrico — N = (—2u, —2v,—1). O fluxo do campo de F através de S é entdao dado por

//F-l/dS = // (w,v,1 —u? —0?) - (20,20, 1) dudv = // (u® + 0>+ 1) dudv.
S D D

Atendendo a que D é o circulo de centro na origem e raio 1, usamos coordenadas polares,
x = pcosf e y = psend para o célculo do integral duplo (note que o jacobiano desta
transformagao de coordenadas é p) de onde resulta que:

2T 1 37T
//F-VdS—/ /(p2+1)pdpd9——.
S 0 0 2



2. Mostre que 367 é o valor do fluxo do campo vectorial
F(x,y,2) = (0,0,2)

através da superficie esférica S definida por 2% + y? + 2% = 9 orientada para fora de S.

Resolucao: Atendendo as coordenadas esféricas, a superficie S pode ser parametrizada
por
g(0,¢) = (3sen ¢ cosf,3sen psen b, 3 cos P)

para 6 € ]0,27[ e ¢ € ]0, [ . Temos

09 _
90

(—3sen¢sen, 3sen pcosh, 0) @ = (3cos ¢pcosh, 3 cos psend, —3sen ¢)

9¢

Como tal, a expressao do vetor normal necessario ao calculo do fluxo é dada por

N - %9,9
20~ 96
€1 €9 €3

= | —3sen¢senf 3sen¢cosl 0
3cospcos  3cospsent —3sen o

= (—9 sen ?¢ cos 0, —9sen A sen 2¢, —9 cos ¢ sen gb)
Para que a superficie tenha orientagao para fora ha que considerar o vetor normal
—ﬁ = (9 sen ?¢ cos 6, 9 sen § sen ¢, 9 cos ¢ sen gb)

que “aponta para cima” no hemisfério norte (onde ¢ € |0, 7/2[) e “aponta para baixo” no
hemisfério sul (onde ¢ € |7/2,7[. O fluxo do campo F ao longo da superficie S é dado
pelo integral de superficie

//SF.de = //]J(o,o,z(9,¢)).(_ﬁ(97¢))d9d¢
= //D(3COS¢) (9 cos gpsen ¢) df) do

27 ™
= 27/ /senaﬁcos%daﬁd@
o Jo

_ 34T
COSTO _ 7.9 2
. 3

= 27 -2m-

= 36m.

3. Seja f um campo escalar de classe C*(R3) e F um campo vetorial C?(R?). Diga se cada
expressao tem significado. Em caso negativo, explique porqué. Em caso afirmativo, diga
se ¢ um campo vetorial ou escalar.



(a) rot(rotF)
(b) Vf x (divF)

Resolucgao:
(a) Sendo F um campo vetorial de classe C?, rot F est4 bem definido

rotF = | 3 3 5 | =
F Fy F3

oy 0z’ Oz ox ' Oz oy

%% (aFg OF, OF, 0F, OF apl)

e representa um campo vectorial. Sendo assim rot(rot F) esta bem definido e é também
um campo vectorial.

(b) Sendo f um campo escalar de classe C?, o gradiente de f estd bem definido e re-
presenta um campo vectorial. Por outro lado, sendo F um campo vectorial divF esta
bem definido e representa um campo escalar. Atendendo a que o produto externo é uma
operacao definida entre dois vetores em R3 mas divF é um escalar e nao um vetor, entao
grad f x divF nao esta definido.

. Determine o rotacional e a divergéncia dos campo vetoriais definidos por

(a) F(Jf,y,Z) = \/ﬁ(xvyaz) (:B,y,z) 7& (070?0)
(b) F(z,y,2) = (zyz,0,—2%)

Resolucao:
a)dejar(r,y,z)=(x"+y + =z . Emtao
Sej y 2 42 2\1/2 Ent
or 1
O e
Identicamente,
or Y or z
- = = e - = =
ox r 0z r
Desta forma, e como F(z,y,z) = (f, =3 fj), tem-se que
€1 €2 €3 y Y
e o a| _ ( Ay ¥r Fr T YT T\
rot F = 9z 8_y 92l = (_T_Q—'—F, 7“2 - 7“27 _7“2 a4 7‘2) = (0,0,0)
Ty oz
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2 2 2
r— N r— < N r— =
2 2 2
2 2 2
3r — Tt 3r—r 2
72 r2 r
2

(b) Tem-se que
€1 €2 €3

rot F = a% a% % = (—x2,3xy,—xz)
ryz 0 —x2y

0
divF = %(xyz) + %(O) + &(—ﬁy) = yz.
5. Verifique as seguintes igualdades (para r > 0):

(a) Vr =X sendor = (z,y,2) er = [r|.

(b) div(rr) = 4r, sendo r = (z,y,2) e r = |r|.

Resolugao:
(a) Sendo r = |r| = /2% + y? + 22, tem-se que
J or Or Or
radr = | —,—, —
& ox’ Oy’ 0z

2x 2y 2z
2/T2 + 42+ 22 24/22 42 + 22 24/ + o2 + 22

I
SR

(b) Tem-se que (utilizando os calculos das derivadas parciais de r, da resolucao de 4(a)):

div(rr) = % (xr) + % (yr) + % (21)

az Y %
= r+zx—- +r+y- +r -+ z2-
r r T

24,24 .2
+y +z
PN i & i R
r



6. Sejam f, g campos escalares e F, G campos vetoriais. Demonstre as identidades, admi-
tindo que as derivadas parciais apropriadas existem e sao continuas

(a) div(F x G) =G -rotF — F - 10t G
(b) div (Vf x Vg) = 0.

Resolugao: Suponhamos que F = (P, Q1, R1) e G = (P, 2, Rs)
(a) Temos que

FxG=(Q1Ry— Q2R, PRy

— PRy, PiQ> — Q1 %)
Entao,

le(F % G’) _ a(Q1R2 - QQRI)

+8(P2R1—P132,) I(P1Qy — P2Q1)
ox oy 0z
0 OR, 0 oP: OR
= Ql = L Rz Ql - Qz Ry —— s + Ri— 2 Pz—l
ox dy dy
oP OR, 0 oP, OP.
—Ry—— — P2 +P&+Q2—1—Q2 —Ql 2
dy dy 0z
B 0Qs  ORy OR, 0B oP,  0Qs
_P(az ay) Ql( 3Z>+R1<0y 396)
oR, 00Q oP,  0OR; 00, 0P
)2 "2 il e
i (3y 32) QQ( 3x>+R2<9$ 3y)
= —F-rot G+ G- rot F.

(b) Da alinea anterior, temos que

div(Vf x Vg) =Vg-rot (Vf) =V [ rot(Vyg)

Se f ¢ uma fungao de classe C* em R? entao rot(V f) = 0. Deste resultado, obtemos que

div(Vf xVg)=Vg-0-Vf-0=0.

Mostre que qualquer campo vetorial da forma

Fla,y.2) = (f(2),9(0).h(:)),

em que f, g e h sao continuamente diferenciaveis em R, é irrotacional



Resolugao: Basta mostrar que rot F = 0 para todo (x,y, z) € R3. Assim

rotF = 2 2 2

— (a%h(z) - %g(y), %f(-r) - a%h(Z% %9(9) - %f@))

= (0,0,0),

como se queria mostrar.

8. Existird um campo vetorial G em R? tal que rot G = (xseny, cosy, z — zy)? Justifique.

Resolugao: Sabemos que se G ¢ um campo vetorial de classe C? em R3, entdo
div (rot G) = 0.

Mas, o campo vetorial dado (zseny,cosy, z — xy) tem por divergéncia

0 0 0
5 (xseny) + 3y (cosy) + o (z — zy) seny — seny +

pelo que nao poderd existir G em R? tal que rot G = (zseny, cosy, z — zy).

9. Verifique a conclusao do Teorema da Divergencia para o campo vectorial F na regiao V/,
onde
F(z,y,2) = (2% 2y, 2)

e V é o sélido limitado pelo paraboloide z = 4 — 22 — y* e pelo plano z = 0.

Resolucgao: Ha que verificar que

Jf[ aveav = [[p-vas

em que V é o solido dado, S a superficie da sua fronteira e v a normal unitaria exterior
a S. Comecemos por calcular o integral triplo de div F = 3z + 1. Dado que V é o sélido
delimitado pelo paraboléide z = 4 — 22 — y? e o circulo 22 + y? < 4 teremos que o sélido
é o conjunto de pontos (z,y) tais que (z,y) € D = By(0,0) = {(z,y) ; > +y*> < 4} e
0<2z<4—2%—y% Assim

///V(Sx +1)dV = //D /049:2112(31: +1)dz dzdy = //D(Bx +1)(4 — 2 — y*)dzdy.

Mudando para coordenadas polares, x = pcos@, y = psenf, temos que

///‘/(31’ + 1)dV = /02 /0277(3,0C089 +1)(4 — p*)pdfdp = 8.



Por outro lado, S = S; U S, em que S; é a superficie do paraboléide, z = 4 — 22 — 32,
com (x,y) € D e Sy é o circulo D no plano z = 0. Assim

//F-de:// F-l/ld5'+// F-vydS
S S Sa

E f4cil de entender que v = (0,0,—1) pelo que F - 15 = 2z e dado que em S5 se tem z = 0

obtemos
// F- I/QdS =0
Sa

Por outro lado, S; pode ser parametrizada por
g(u,v) = (u,v,4 —u?—v?) , (w,v) €D
e a normal a S; necessdria ao calculo do fluxo é
09 O _

= = (2u,2v,1
5 < 5y — (2w 2v,1)

Dado que a normal exterior a S; tem terceira componente positiva, usaremos % X %

para o céalculo do integral. Entao

// F.-1dS = // (u?, uv, 4 — u* — v?) - (2u, 20, 1)du dv
51 D
= // (2u® + 2uv? + 4 — u? — v?)du dv.

D

Fazendo a transformacgao para coordenadas polares (u = rcos, v = rsen ) obtém-se
2 2m
// F.-11dS = / / (27’3008 30 4+ 2r3cos Osen 20 + 4 — 7“2) rdf dr = 8.
S1 0 0

como se pretendia.

Para o cédlculo expedito do integral anterior, note que se f é uma funcao peridédica de

média zero entao )
/ F(#)dt =0

sendo b — a o periodo de f. Como exemplos:

27 27
/ cos’tdt =0 e / sen?t costdt = 0.
0 0

10. Use o Teorema da divergéncia para calcular o valor de

//SF-z/dS

7



(a) F(z,y,2) = (sen (7z), 2y, 22 + 4z) e S é a superficie da fronteira do paralelipipedo
—1<2x<2,0<y<lel<z<4

z) = (2z oz, 1 —4xy?® 22 — 2%) e S é a superficie da fronteira do sélido limitado
porz—6 222 — 2y e o plano z = 0.
z) =

(—2zy,y? 32) e S a superficie que limita o sélido
B={(z,y,2) €eR® : 2 +y*+2°<1l e z>z+y}.

Resolucgao:
(a) Vamos usar o Teorema da divergéncia na seguinte forma:

//SF-de:///EdideV,

sendo E o paralelipipedo limitado pelos planos = —1, x =2, y =0,y =1,z =1¢e
z = 4. Temos entao que os limites de integracao serao
—1<z<2 , 0<y<1 , 1<2<4

Por outro lado

0
— (2% + 4x) = mcos (7z) + 32y® + 22.

v = - (sem (ra)) + ~(247) +

ox dy

Basta-nos agora calcular o integral

J[Fovas = [[[ avpav

2 1 4
= / / /(7rcos(7r:v)+3zy2+2z)dzdyd.r
~1Jo 1
135
5

(b) Vamos usar o Teorema da divergeéncia:

//SF-udS:///EdideV,

sendo £ o sélido limitado pela superficie do paraboldide z = 6 — 222 — 2y2, z > 0. Assim,
E={(z,y,2) eR®: 2 +¢y* <3,0< 2 < 6—22% — 2%}
ou, usando coordenadas cilindricas x = pcosf, y = psenf, z = z:

E={(p,0,2) :0<p<V3,0<0<2r,0<z<6—2p}.



11.

Por outro lado

0 0 o
ivF = —(2 — (1 —4x®) + — (22 — 2%) = 22 — 2— 927 =2 — 8.
div 8x(xz)+ay( xy)+az(z 2°) =2z — 8zy + z Sxy

//SF-de - ///EdideV
- Jff-sn

V3 p2m p6—2p°
= / / / (2 — 8p*cosBsenf)pdzdf dp
o Jo Jo
187.

(c) Vamos usar o Teorema da divergéncia na forma:

J[Fovis=[[[ avrav

sendo B a bola 22+ y? + 22 < 1 com z > x+v, ou seja acima do plano z = x +y. Note-se
que iremos calcular o integral triplo de

Assim

0 0 0
ivF = —(—2 — (1) + — =2y +2 =
div ax( xy) + ay(y )+ aZ(Bz) y+2y+3=3

B:{<x’y’z)€R3 cat P <1 e x+y<z<\/1—x2—?/2}.

Usando coordenadas cilindricas

em

x=pcosf , y=psen , z=z

onde 0 < p<1,0<60<27mep(cosh+send) <z < /1 —p? temos que
1 p2n py/1—p2
//F-udS:///3dV:3// / pdzdfdp = 2m.
S B 0 JO p(cos 0+sen 0)

Use o teorema da divergéncia para calcular [[ (22 4 2y + 2°)dS onde S é a esfera z° +
2 | .2
y 4+ 22 =1.

Resolugao: A superficie S em questao é a esfera unitaria, que é a fronteira da bola
unitdria B dada por 22 + y* 4+ 22 < 1 e tem um vector normal num ponto (z,y, z) da
forma (z,y,z) (o qual aponta para “fora”). Observe que a fungao integranda é

20 +2y+ 22 = (2,2,2) - (2,y,2) = (2,2,2) - v,



pois a normal unitaria em cada ponto de 9B é

V(@ 4P+ 22 -1)
IV(2? + 3% + 22 = 1)

14

(2x, 2y, 2z) = (z,y, 2).

N | —

Desta forma o integral que se pretende calcular é de facto o fluxo do campo (2,2, 2)
através da superficie da esfera S que limita a bola B. Pelo teorema da divergéncia,

//5(256+2y+22)ds = //5(2,2’3).(11’%2)615
= ///Bdiv(Z,Q,z)dV
= ///BdV:Volg,(B):%T,

12. Seja f um campo escalar de classe C! e g um campo escalar de classe C? ambos definidos
num conjunto A C R3. Demonstre a seguinte igualdade, (designada primeira férmula de
Green), onde E é um solido simples cujo fecho esté contido em A e S a sua fronteira:

//Sng-udS:///E(ng+Vf~Vg)dV

Resolucao: Note que, por aplicacao do teorema da divergéncia

//S(fvg).ydsz ///Ediv(ng)dV

Como
div(fVg) = div <f%,fg_§7 %)
- %%*f%+g—£g—i+f%+
150, ot
= Vf-Vg+ fAg

o resultado fica, assim, demonstrado.
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