Calculo Diferencial e Integral - 111
Exemplos de Resolucoes

'Semana 2 - 18 a 22 de Setembro de 2023

1. Calcule integral de superficie de f(x,y,z) = /22 + y?> + 1/4 sendo S a porgao do para-
boloide z = 9 — 22 — 3? acima do plano xOy.

Resolugao: Comecemos por parametrizar a superficie. Dado que a intersecao do para-
boloide com o plano z = 0 é 2% 4 y? = 9, consideraremos a parametrizacao

r =X
gz, y) =4 y=y
2=9—12—9?

em que T = {(z,y) € R? : ° + y* < 9}. Sendo assim

Jlrenaes = [[ren[5<5]

_ / / VPR 14 ||(22, 29, 1) dady

dxdy

= / Va2 +y2 4+ 1/4+/(22)2 + (2y)2 + 1dady

= // 2v/22 + 42 + 1/4 /22 4+ 42 + 1 /4 dxdy
4w

— 2// (22 + y* + 1) dady.
i

Usando coordenadas polares neste iltimo integral em 7' C R?

x = pcost
y = psenf

emque 0<p<3el<b<2m,

S PPN N !
[[ras =2 [ [+ 1) pdpts = an(4+ )| =
S 0 0 0 2



2. Determine a area da superficie dada por
(a) A parte inferior da esfera 2% + y* + 2% = 2 cortada pelo cone z = /22 + y?
(b) z =22+ y* com z < 1.

(c) A fronteira do sélido limitado pelas superficies z = 1, z = 4, 22 +y? = 1 e 2 = 22 +y%

Resolucgao:

(a) Sejam
r =1 sen¢cos
y = r sen ¢sen
Z =1 Ccoso

Note-se que na esfera r = /22 + y2 + 22 = /2. A intersecio da esfera com o cone é:
PP +22=2 e z=224+y2 = P+2P=2 & =1 & z=1,

pois z > 0. Logo,
1=v2senyp < o¢=1u/4

Para a parte da esfera que estd abaixo do cone, temos pois que § < ¢ < . Assim sendo,

r(¢,0) = (V2sen ¢ cos B, v/2sen ¢sen 8, V2 cos p),

com § < ¢ <mel<0<2m. Desta forma

g—; = (V2 cos ¢ cos B, v/2 cos ¢ sen 0, —v/2 sen ¢)
¢ %)
8_2 — (—V/2 sen ¢ sen ), v/2 sen ¢ cos 6, 0).
Logo
or  Or “ “ s
8_975 X % - V2cospcosf  v/2cospsend —+/2sen ¢

—ﬁsenqﬁsen@ \/§sen¢cosﬁ 0
= (2sen?¢ cosf,2 sen?¢ sen d,2 sen ¢ cos @).

Disso resulta que

‘37“ or

oo~ 00
(pois 7 < ¢ < 7). Assim,

— \/4sen ¢ cos 20 + 4sen 4¢sen 20 + 4 sen 2 cos 2¢ = 2|sen ¢p| = 2sen ¢

VOZQ(S) == dA

a¢ ae

21 s
= / /2sen¢d¢d9 = 2r(2+V2).
0 Ji



(b) A superficie S é uma porcao do paraboloide de equagio z = 2% + 3* . Uma parame-
trizacao de S é

g(u,v) = (u, v, u? + vz)
com D = {u?+0v? <1}, e

dg 9y

2u, 2v, 1
8u81}(v)

A area de superficie pedida é
Voly(S) = // |(2u, 2v,1)||dS = / V1+4u? + 402 dudv.
S D

Atendendo a que D é o circulo de centro na origem e raio 1, podemos usar coordenadas
polares (x = p cos@ e y = p sen @) pelo que

Voly(S / /\/1+4p pdpdf = (5‘/65_1)

(c) O sdlido é a parte interior ao paraboloide z = z? + 3 e exterior a superficie cilindrica
2% + y?> = 1 compreendida entre os planos horizontais z = 1 e z = 4. O seu topo, que
designamos por St, é a coroa circular

l<az?+9y°<4 contida no plano z = 4;

a superficie (lateral) interior, S, é a face do cilindro dada por z? + y? = 1 e a superficie
(lateral) exterior, Sy, é o paraboloide z = 2% + y?, ambas entre os planos z = 1 e z = 4.
Intersectando tanto o paraboloide como o cilindro com o plano z = 1 obtém-se a mesma
curva: 22 +y% =1, z = 1. Assim, a base do sélido é uma curva que, como tal, nao
contribui para o valor da drea. Assim sendo, e executando desde jé o calculo (elementar!)
das areas de S e Si:

VOZQ(S) = VOZQ(ST) T VOZQ(Sl) aF VOZQ(SQ)
= (m-22—7-1°) + (2r-1)-3 + Voly(S,)
= 97 T VOZQ(SQ)

Quanto a area de Sy sabemos que

Voly(Sy) = //S ds

Para calcular o integral, vamos comecar por parametrizar a superficie. Em coordenadas
cartesianas

g(z,y) = (x,9,2° +¢*)
onde g : T — Sy, com T = {(a:,y) cER?2:1<a2?+9% < 2}. Assim:
87“ 87“

Voly(Ss) = — X — d:cdy

= / VA4z? +4y? 4+ 1 dx dy.
i



Mudando para coordenadas polares,

2 4 9 1 3/2 2
= 2 (4 +1)

2m 2
Voly(S:) = / /(4r2+1)1/2rdrd9
o J1
2

T
= (132 - 53/2).
1 6(

Finalmente

Voly(S) = 97 + %(173/2 - 53/2).

. Seja f : K — R de classe C' no compacto K C R? (com fronteira de medida nula
e interior nao-vazio). Mostre que a drea da superficie z = f(z,y), correspondente ao
grafico de f para (z,y) € K, é dada pela férmula

A://K\/lJr (%)QJF (g—g)zd;cdy

Aproveite o resultado para determinar a area da porcao do paraboloide hiperbdlico z =

y*> — 2% que estd entre os cilindros z% + y? = 1 e 22 + y* = 4.

Resolucao: Uma parametrizacao da superficie, que designamos por S, é g : K — S dada
por
9(@,y) = (z,y, f(z,9)).

A area de S é, pois, dada por

o

dg of dg of
0u_(1’0’8x) ’ av_(o’l’ay)’

99 . 99

30 % 9o dudv.

Temos assim que

e
€1 €y e3
dg _ Og af of of
—“x==|1 0 & |=(-—1"2,—\—= )
Bu " By oz ox’ 8y’1
0 1 ¥
9y

Desta forma

A://K\/1+ (%)2-1- (%)dedy,

que é a férmula pretendida.

Vamos aplicar esta formula ao calculo pedido. Temos que

z=f(z,y) =y — 2



com D = {(z,y) : 1 < z*+y? < 4}. Entéo:

A= L) (5) e
- // V1+ 442 + 4a? dz dy.
D

Usando coordenadas polares temos que

r=rcosf , y=rsend

peloque 0 < <2m el <r <2 Entao
o 2 2
A :/ /mmda _ 2ﬁ/ Y T
o Ji 1

Tal como na alinea (c¢) do exercicio resolvido anterior, a primitiva de V1 + 4r2r = (1 +
4r?)'/2 ¢ imediata, dada por 2 (1 + 4r?)*2. Entao

2 3/22 T
A= 2 —(1 42> ‘ = T (1732 _53/2)
Tgg\ter = g )

4. Considere a superficie

S={(z,y,2) eR® : y=a"+22; 1 <y <4}.

Sabendo que S tem densidade de massa dada por a(z,y, 2) = \/1 + 4(22 + 22) calcule a
massa total de S.

Resolucgao: A massa de S é dada pelo integral

M(S) = / o dS.
s
Considerando a parametrizagao

g(p,0) = (pcosh, p?, psend) , 0<fh<2r , 1<p<?2

tem-se entao que

o dg _ 99 ’ 2
M(S) :/0 /1a(g(p,0)) %X% pdpdf = 27r/1(1—|—4p),0dp:337r.

5. Calcule o fluxo do campo vetorial
F(z,y,2) = (z,y,2)

5



através da superficie S definida por z = 1 — 22 — y? e z > 0 orientada para fora.

Resolucgao: Trata-se de uma porcao do paraboloide de equacao z = 1 — 22 — y? situada
acima do plano z = 0. Assim, podemos considerar para esta superficie a parametrizacao

g(u,v) = (u, v,1—u?— U2)

com (u,v) € D = {u* +v* < 1}, dado que a interse¢io de z = 1 — 22 — y* com o plano
z =0 é a circunferéncia de equacao z* + y*> = 1. Temos que

99 dg

— =(1,0,—2u) , = =(0,1,—2v

5y = ) 5 = )
Como tal, a expressao geral do vetor normal a S necessario ao calculo do fluxo é dada
por

ag ag €1 €2 €3

0 1 —2v

Dado que a superficie S é orientada para fora, devemos usar este vetor ﬁ e nao o seu
simétrico — N = (—2u, —2v, —1). O fluxo do campo de F através de S é entao dado por

//F.l/dS = // (u,v,l—u2—1)2).(2u,2v,1)dudv = // (u2+v2+1)dudv.
S D D

Atendendo a que D é o circulo de centro na origem e raio 1, usamos coordenadas polares,
x = pcosf e y = psend para o célculo do integral duplo (note que o jacobiano desta
transformagao de coordenadas é p) de onde resulta que:

2 1 37T
//F-udS:/ /(p2+1)pdpd9:—.
S 0 0 2

. Mostre que 367 é o valor do fluxo do campo vectorial
F(x,y,2) = (0,0,2)

através da superficie esférica S definida por 2% + y? + 2% = 9 orientada para fora de S.

Resolucao: Atendendo as coordenadas esféricas, a superficie S pode ser parametrizada
por

9(0,0) = (3senpcosh,3sen psen ;3 cos @)
para 6 € ]0,27[ e ¢ € |0, [ . Temos

Gy _
96

0
(—3sen¢senf,3sen¢cosh,0) | . (3cos ¢ cosh,3cospsenf, —3sen @)

d¢



Como tal, a expressao do vetor normal necessario ao calculo do fluxo é dada por

~ dg _0g
N = 20~ 96
(S31 €9 €3

= | —3sen¢senf 3sen¢cosl 0
3cospcos  3cospsenf —3seno

= (—9 sen %¢ cos 8, —9sen A sen 2¢, —9 cos ¢ sen ng)
Para que a superficie tenha orientagao para fora ha que considerar o vetor normal

—ﬁ = (9 sen ?¢ cos 6, 9 sen § sen ¢, 9 cos ¢ sen gb)

que “aponta para cima” no hemisfério norte (onde ¢ € |0, 7/2[) e “aponta para baixo” no
hemisfério sul (onde ¢ € |7/2,7[. O fluxo do campo F ao longo da superficie S é dado
pelo integral de superficie

//SF'“ZS - //D (0,0,2(6,9)) - (= N(6,)) do do

= // (3cos ¢) (9cospsen ¢)df do
D

2w ™
S 27/ /sengbcos%bdgbd@
o Jo

—cos 3¢
3

T 2
= 27 2w - .

= 306m.



