Calculo Diferencial e Integral - I1I
Exemplos de Resolucoes

'Semana 13 - 18 a 21 de Dezembro de 2023 |

1. Use o método de separacao de varidveis para resolver o problema de valor inicial e de
fronteira

(Ou  J*u _0Ou
E—@+2£ O<zx<l, t>0

u(0,t) =0, u(1,t) =0 t>0

L u(x,0) = 2e "sen (dmz) — 9 sen (Trx) 0<z<L

Resolugao: A equagao e as condigoes de fronteira sao homogéneas. Podemos, por isso,
construir novas solugoes por combinagoes lineares arbitrarias de solugoes da equacao e
das condicoes de fronteira homogéneas. Isto é o principio da sobreposicao.

Usamos entao o método de separagao de varidveis para construir solugoes gerais por
combinacao linear (eventualmente infinita) de solugdes mais simples, da forma u(x,t) =
X (z)T'(t), para 0 < z < 1 e t > 0. Substituindo na equagao diferencial parcial obtemos

T'(t) _ X" (x) +2X'(x)
T(t) X(x)

X (2)T'(t) = X"(2)T(t) + 2X'(2)T(t) &

Esta igualdade s6 é possivel se as fungoes dos dois lados da igualdade, de variaveis dife-
rentes x e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é equivalente ao
sistema seguinte, onde A é um numero real qualquer

T'(t) = \T(t)
{ X"(x) +2X'(x) = \X ().

A primeira equagao é uma simples equacao linear homogénea de primeira ordem para

T(t), cuja solugao geral é
T(t) = AeM com A € R.

A segunda equagao pode ser escrita como

(D? +2D — \)X(x) =0,



cujas raizes sao —1 + /1 + A. Assim, dependendo do sinal de 1 4+ A temos

Be %eVItAT 4 Qg% VitAz se A > —1
X(z) =4 Bre™*+ Ce™™® se A =—1

Be %cos (vV—1—Az)+Cesen(vV—1—Az) sel<—1.
onde B, C sao constantes reais.

As condigoes de fronteira homogéneas u(0,¢) = u(1,t) = 0 para as solugoes da forma
X (2)T(t) nao nulas implicam que

X)) = X1)T(t) =0= { X(0) = 8

Impondo estas condigoes as solugoes X (z) determinadas acima temos

(i) Para A > —1:

B+C=0 B=0
Be leVith 4 Ce~leVIith — < C=0

C=0 o B=0
Be '+ Ce ' =0 C=0

(ii) Para A = —1:

(ili) Para A < —1:

{ Belcosv/—1 — A+ Ce'senvV/—-1—-A=0 < { C=0ou+v—-1—XA=nnr
donde obtemos os valores préprios A\, = —1 —n?7?%, com n = 1,2, 3, ..., e as corres-

pondentes fungoes préprias ndo nulas X, (z) = Ce™" sen (nmz).

As solugoes nao triviais da equacao diferencial da forma X (z)T'(t) que satisfazem as
condicoes de fronteira sao portanto as fungoes da forma

A e sen (nrz) e~
comAeRen=1,23,...

Procuramos agora uma solucao formal para a equacao e condigao inicial que seja uma
“combinacao linear infinita” das solugoes obtidas acima:

u(z,t) = Z cn €% sen (nrz) e
n=1

Substituindo esta expressao na condigao inicial u(x,0) = 2e sen (47x) — 9e sen (7T7x)

obtemos
o

Z ¢ € 7 sen (nmx) = 2e “sen (4rx) — 9e” “sen (Trw)

n=1
pelo que se conclui imediatamente que a série se resume a soma de dois termos apenas,
comn =4en=7e com os correspondentes coeficientes ¢, = 2 e ¢; = —9, e portanto a

solucgao é

u(z, t) = 2 sen (4rz) "IN _ 9677 son (Tra) o110,



2. Usando o método de separacao de variaveis, determine a solucao do problema de valor
inicial e valores na fronteira

(Ou ., D
E—e u—@—O O<zxz<m, t>0
%u(0,t) = u(ﬂ,t)7: 0 . t>0
u(x,0) = 4cos <;) — 2cos (Tx> O<z<m.

Solucgao: Observamos que a equagao diferencial parcial dada, assim como as condigoes de
fronteira, sao homogéneas. E valido, por isso, o principio da sobreposicao, ou seja, fungoes
obtidas por combinagoes lineares arbitrarias de solugoes da equacao e das condicoes de
fronteira ainda as satisfazem.

Vamos por isso usar o método de separacao de variaveis, construindo solugoes gerais por
combinagao linear (eventualmente infinita) de solugdes mais simples, da forma u(x,t) =
X(z)T'(t), para 0 < z < 7 e t > 0. Substituindo na equagao diferencial parcial obtemos

T() L X'()

() ©  X(@)

X(2)T'(t) — e X(2)T(t) — X" (2)T(t) =0 &

Esta igualdade sé é possivel se as funcoes dos dois lados da igualdade, de variaveis dife-
rentes x e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é equivalente ao
sistema seguinte, onde A é um numero real qualquer

{ T'(t) = (A +e)T(t)
X"(z) — AX(z) = 0.

A primeira equagao é uma equagao linear homogénea para T'(t), cuja solugao geral é

T(t) = AeM~"2 com A € R.
A expressao para as solugoes da segunda equacao depende do sinal de A. Temos

BeV@ 4 Ce=Ve se A >0
X(x)=< Bx+C se \=0
Bcosv—Ar + Csenv—Az  se A <0.

onde B, (' sao constantes reais.

As condigoes de fronteira homogéneas 2%(0,¢) = u(m,t) = 0 para as solucdes da forma

ox
X (z)T'(t) nao nulas implicam que

X'(0) =

X'(0)T(t) = X(m)T(t) = 0 = { . )

Impondo estas condigoes as solugoes X (z) determinadas acima temos



(i) Para A > 0:

VAB — VAC =0 o[ B=0
BeY>™ 4 Qe — 0 C=0

(ii) Para A = 0:

B=0 o B=0
Br+C =0 C=0
(iii) Para A < 0:

vV=AC =0 - C=0
Beosv—Am + Csenv/—Am = 0 B=0ouv-Ar=7%+nm

donde obtemos os valores préprios A, = —(n + %)2 negativos, comn =0,1,2,---, ¢
as correspondentes fungoes préprias nao nulas X, (x) = Bcos ((n & %):c)

As solugoes nado triviais da equacdo diferencial da forma X (z)T'(t) que satisfazem as
condicoes de fronteira sao portanto as fungoes da forma

Acos (2n2+ 1$> e_(%)gt_#

comAeRen=0,1,2,...

Procuramos agora uma solucao formal para a equacao e condigao inicial que seja uma
“combinacao linear infinita” das solugoes obtidas acima:

- 2n + 1 n o2t
u(z,t) = Zancos ( n2+ x) e~ (5 )%=

n=0

2

ia CoS 2 % 11’ e_% = 4cos <E) — 2cos (H—I)
— 2 B 2 2

pelo que se conclui imediatamente que a série se resume a soma de dois termos apenas,

comn =3 en =>5e com os correspondentes coeficientes a satisfazer as duas relagoes
1 1

aze 2 =4 ease 2 =—2, donde

Substituindo esta expressao na condigao inicial u(x,0) = 4cos (7—90) — 2cos <%) obtemos

(eI
@

1
a3 =4e as = —2e2

e portanto a solucgao é

7 2t 11 _
u(x,t) = 4cos (59&) e*%t* 7 2cos (Ex) e*%thl.




3. Considere o prolongamento periddico, de periodo 27, da funcao

f(x):{l se 0<z<m

0 se —wm<x<O.

(a) Determine a série de Fourier de f.

(b) Use o resultado da alinea anterior e o teorema da convergéncia pontual de séries de
Fourier num ponto conveniente, para determinar a soma da série

S
— 2n+1
Resolugao:

(a) A série de Fourier da funcdo 2r—periédica f, é dada por (note que neste caso L = )

o0

% + ; a,cos (nx) + bysen (nx),

com os coeficientes dados pelos integrais

an:%/if(x)cos(nx)dx n >0

bn:%/7T f(z) sen (nz) dz n > 0.

Para a funcao dada, temos apenas que calcular estes integrais:

1 ™
apg = —/ 1d17:1,
T Jo

1 [ 1 m
a, = —/ cos (nz) dv = — sen (nz)| =0 n >0,
7 Jo nm 0
b =+ [ sen(na) do =~ cos (n0)[ = =1 - cos (um)
n = — [ sen(nz)dr=—— cos(nz)| =—(1—cos(n
7 Jo nm o nm "
1

Os coeficientes b, claramente anulam-se quando n é par, e portanto a série de Fourier
de f é assim dada por

_|_

2o

= 1
nZ% ™ (2n+1)x).

DN | —

(b) Se fizermos x = 7/2, na série de Fourier obtida na alinea anterior, facilmente obser-
vamos que o argumento do seno serdo apenas multiplos impares de 7/2,

™

sen ((Qn—i— 1)2> = (-1)".



A série de Fourier fica assim

_|_

N | —
3|

o
o 2n+1
que, aparte do factor 2/7 e do 1/2 é exactamente o que é pedido na pergunta.

Pelo teorema da convergéncia de séries de Fourier para funcoes seccionalmente C*,
sabemos que em cada ponto x € R onde f seja continua, a série converge para f(z).
A funcao f desta pergunta é, de facto, seccionalmente C! porque é constante em
| —m,0[ e em [0, 7], pelo que é infinitamente diferencidvel no interior destes intervalos
e tem limites (Gbvios) finitos nos extremos. E também continua no ponto z = /2
onde vale f(7/2) = 1. Pelo que se tem

(a) Determine uma solugao estaciondria (que ndo depende do tempo) u.(x), desta equagao,
satisfazendo as condigdes de fronteira u.(0) = 1, u.(7/2) = 0.

(b) Recorrendo ao método de separagao de varidveis, resolva o problema de valor inicial
e fronteira (ndo estaciondrio), para a equagao dada, com as condic¢oes

u(0,t) =1 t>0, =0
u(m/2,t) =0 t>0, z=73
u(z,0) =2cosx t=0, 0<x<73

(Sugestao: Escreva a solugdo na forma u = v + u, e resolva o problema para v,
utilizando a alinea anterior para estabelecer as novas condigoes inicial e de fronteira).

Resolugao:
(a) Uma solugao estaciondria verificard a equacao diferencial ordindria
1
u, (z) + u. = 0.

O polinémio caracteristico associado é R? + 1, que tem como raizes i, pelo que a
solucao geral é
ue(x) = Acosx + Bsenz.

Pelas condigoes de fronteira, conclui-se que A =1e B =0, e como tal

ue(z) = cosx.



(b) Como sugerido, considere-se
u(z,t) = ue(z) + v(z, t)

onde u.(z) = cosx, determinada em (a). O que estamos a fazer, evidentemente, é a
decompor a solucao na soma de uma solucao particular do problema com condigoes
de fronteira nao homogéneas, obtida na alinea anterior, com a solu¢ao v(z,t) ho-
mogénea. Assim, v(x,t) é solugdo de

ot Ox?
v(0,t) =0, v(5,t) =0

v(x,0) = u(z,0) — ue(z) = cosx.

v v =0

Houve que subtrair, a condicao inicial geral, a componente da solugao particular das
condigbes de fronteira ndo homogéneas, ou seja, a solu¢ao estaciondria wu,(z).

Para determinar v(x,t), correspondente a uma equagao e a condigoes de fronteira
homogéneas, usaremos agora o método da separacao de variaveis, isto é, procura-se
solugoes nao nulas da forma v(x,t) = X(x)T'(t). Derivando em ordem a t e a =z,
substituindo na equacao e dividindo por X7, obtem-se

T X'
W X@

Atendendo a que o primeiro membro é uma funcao de t, e o segundo é uma funcao
de z, a igualdade s6 se verificara se existir uma constante A\ para a qual
T'(t X"
®) —1=X e _(x) =
T(t) X(z)

Por outro lado, pelas condicoes de fronteira v(0,t) = v(3,t) = 0, e atendendo a que
T'(t) ndo pode ser a fungao identicamente nula, obtem-se X (0) = X (5) = 0. Tem-se
entao que X ¢ a solugao do problema de valores na fronteira

X(0) = X(Z) =0

2

{X”—/\X:O

Para que X nao seja identicamente nula, teremos que considerar A < (0. Nesse caso
X(z) = Acos (V—Ax) + Bsen (V—A\x)

e para que as condicoes de fronteira sejam verificadas
A=0 e Bsen (\/—)%) =0

Mais uma vez para que X (z) # 0, hd que verificar-se A = —4n? n € N. Sendo
assim, para cada n € N, obtem-se

X, (x) = Bysen (2nz)



e a solucao da equacao diferencial % =1—4n?é

T, (t) = Cpelt=47)t
Tem-se entao, que para cada n € N
vn (2, 1) = X, ()T, () = A, sen (2nz) 147

é solugao do problema de valores na fronteira. Construimos agora a solucao geral
por “sobreposicao infinita” destas solugoes,

o
t) = Z Apsen (2nz) e =4,
Para determinar finalmente os coeficientes A,, teremos que utilizar a condigao inicial

cosx = v(z,0) ZA sen (2nx)

pelo que se conclui que as constantes A, sao precisamente os coeficientes do desen-
volvimento em série de senos da fungao f(x) = cosx no intervalo [0, 7]. Visto que f
¢ uma fungao continua, para 0 <z < 7

cosx = Z bysen (2nx)

n=1
com

4 [z
b, = —/ cos x sen (2nz)dx
0

Usando a igualdade sena cosb = (sen (a + b) + sen (a — b)), tem-se que (também
2 )

pode calcular o integral de b,, fazendo duas integracoes por partes seguidas, ou ainda

escrevendo 0 Seno e coseno com recurso a exponenciais complexas)

bn = z( — cos ((2n + 1)z) v cos ((2n — 1)z) 7T/2> = 8—n
T 2n +1 0 2n—1 0 m(4n2 — 1)
Como consequéncia
g 7r 4n2 sen (2nz) =41
e
u(x,t) = ue(x) + v(z,t) = cosz + Z %Tn_l)sen (2nz) e0=4¢,



(a) Determine o desenvolvimento em série de Fourier de senos de f : [0,7] — R dada
por

f(a:):{l se 0<z<m/2

0 se w/2<zx<m
e indique, justificando, a soma da série para cada x € R.

(b) Use o método de separacao de varidveis para resolver o problema de valor inicial e
de fronteira

( 82 62
g9y Y

BYe :W O<z<m, t>0
X

u(0,t) = u(m,t) =0 t>0

u(z,0) =0 %(m,O):f(x) 0<z<m.

Resolucgao:

(a) Para obter um desenvolvimento de Fourier em série de senos, prolonga-se f ao in-
tervalo |—m, 0] de forma fmpar e obtém-se assim a sua série de Fourier
) 9

- nwx
> bnsen (777).
n=1
em que L = 7 e os coeficientes b,, sao dados por
1 [r 2 [t
b, = Z/—L f(z)sen <$> dx = z/o f(z)sen <%> dr =

2 a2 2 /2 92
= —/ sen (nz)dr = ——cos (nx) - = [cos (T) _ 1} '
0 0 ™ 2

™ ™n

Assim a série de Fourier de senos de f é

f: % [1 — CoS (%T)] sen (nz) .

n=1
Como o prolongamento fmpar de f, em [—m, 7|, é seccionalmente C', com descon-

tinuidades em © = 0 e z = £7/2, o teorema da convergéncia pontual das séries de
Fourier garante que a correspondente série de senos converge, em cada x € [—m, 7,

para
(0 se —m<zr<—7/2
—-1/2 se x=-m/2
-1 se —7m/2<z<0
0 se z=0
1 se 0<z<m/2
1/2  se zx=m/2
0 se 7w/2<z<mw

Nos restantes pontos de x € R a série converge para o prolongamento periédico, de
periodo 27, desta funcao.



(b) Observamos que a equagao diferencial parcial dada, assim como as condigoes de
fronteira, sao homogéneas. E valido, por isso, o principio da sobreposi¢ao, ou seja,
funcoes obtidas por combinacoes lineares arbitrarias de solugoes da equacgao e das
condicoes de fronteira ainda as satisfazem.

Vamos por isso usar o método de separacao de variaveis, construindo solucoes gerais
por combinagao linear (eventualmente infinita) de solugoes mais simples, da forma
u(t,z) = T(t)X(x), para 0 < z < 7 e t > 0. Substituindo na equagao diferencial
parcial obtemos

T”(t) 3 X”(x)

T'(0X () = 2T ()X (2) = TOX' () & T3 =2 = F 15

Esta igualdade s6 é possivel se as func¢oes dos dois lados da igualdade, de varidveis
independentes = e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é
equivalente ao seguinte sistema de EDOs, onde A é um ntmero real qualquer

{ T'(t) = (A +2)T(¢)
X"(z) = AX ().

Comecamos pelo problema de valores e fungoes préprias da segunda derivada, cor-
respondente a equacgao para X. A expressao para as suas solucoes depende do sinal
de A. Temos X" (z) = A\X(z) & X"(z) — A\X(z) =0 & (D? — \)X(z) = 0, donde

BeVA® 4 Ce=Va se A >0
X(x)=<¢ Bz +C se A=0
Beosv—Mx + Csenv—Ax  se X < 0.

onde B, sao constantes reais.

As condigoes de fronteira homogéneas u(t,0) = u(t, 7) = 0 para as solugoes da forma
T'(t)X (x) nao nulas dizem que

X(0)

THX0)=THt)X(r)=0< { X(m) =

0

0

Impondo estas condigbes as solugoes X (z) determinadas acima temos
(i) Para A > 0:

B+C=0 - B=0
Be¥A™ + CemV ™ = C=0
(ii) Para A = 0:
C=0 - B=0
i - (O = C=0
(iii) Para A < 0:
B=0 o B=0
Bcos (V—Am) + Csen (vV—Ar) =0 C =0ou+—\t=nm
donde obtemos as solugoes nao nulas X (z) = Csen (nz) comn = 1,2,---, para

A= —n?.

10



Para resolver a equagao T"(t) — (A+2)T(t) = 0 & T"(t)+ (n* —2)T(t) = 0 & (D*+
(n? —2))T(t) = 0 ha que observar que, para n = 1 a solugao desta EDO de segunda
ordem tem duas solugoes exponenciais linearmente independentes, e para n > 2 as
solugbes sao trigonométricas. Assim para n = 1, a equagao é 7"(t) — T'(t) = 0 cuja
solucao geral é

T(t) = a1’ + bie™,

enquanto para n > 2 a solugao é
T(t) = ancos (Vn? — 2 t) + bysen (Vn? — 2 t).

As solugoes nao triviais da equacgao diferencial da forma T'(¢) X (z) que satisfazem as
condicoes de fronteira sao portanto as fungoes da forma

are’sen (x) + bie 'sen (),
paran =1, e
ancos (Vn? — 2 t)sen (nx) + bpsen (Vn? — 2 t)sen (nx),

para n > 2.

Procuramos agora uma solugao formal para a equagao e condigao inicial que seja
uma ”combinagao linear infinita” destas solucoes obtidas acima:

u(x,t) = are'sen (z) + bre 'sen (x)+
+ Z ancos (Vn? — 2 t)sen (nx) + bysen (Vn? — 2 t)sen (nx).
n=2
Substituindo esta expressao na condi¢ao inicial u(x,0) = 0 obtemos
(ay + by)sen (x) + Z apsen (nz) = 0,

n=2

e como os coeficientes de Fourier da funcao nula sao nulos, concluimos que

a1+blzo<:>a1:—b1,

a, =0, para n > 2.

Por outro lado, derivando a série da solucao em ordem a t

%(ac, t) = aje’sen (x) — bie 'sen (z)+

ot
+ Z —vn? —2 apsen (Vn? — 2 t)sen (nx) + vVn? — 2 b,cos (Vn? — 2 t)sen (nx),
n=2

11



e substituindo na condigao inicial para a derivada ‘g—?(:v, 0) = f(x) obtemos

%(x, 0) = (a1 — by)sen (x) + + Z Vit =2 busen (ne) = f(2),

donde, pelos coeficientes da série de Fourier de senos de f obtida na alinea anterior
se conclui que

2

a] — b1 = —
s
2
n2—20b,=— [1—008 (T)],
™ 2
para n > 2, pelo que se conclui finalmente que

1 1
m==,  b=-c
T (s

0 b 2 [1 CoS <mr>]
an =0, n=——"—=——=|1— — il 5
Tn/n? — 2 2

para n > 2, e portanto a solucao ¢ finalmente dada por

1 — cos <n77r>} sen (vn? — 2 t)sen (nx).

2
u(x,t) = —senh (t)sen

- W+ 2|

12



