Calculo Diferencial e Integral - I1I
Exemplos de Resolucoes

'Semana 12 - 11 a 15 de Dezembro de 2023 |

1. Considere a seguinte equacao linear de terceira ordem
Yy =y 4y —dy = h(t). (1)

(a) Determine a solugao geral da equagdo homogénea associada.
(Sugestao: e’ é uma solugao).

(b) Determine a solu¢ao do problema de valor inicial dado por (1) com h(t) = 10€’ e
verificando y(0) = ¢/(0) = y"(0) = 0.

Resolucgao:

(a) Em termos do operador de derivagao D = %, a equacao de terceira ordem homogéna,

correspondente a que é dada, pode ser escrita como
(D3 — D*+ 4D — 4)y = 0.

A sugestao, de que ef é uma das solucoes da equacao homogénea, significa que A\ = 1
¢ uma das trés raizes do correspondente polindmio caracteristico \> — \? + 4\ — 4,
pelo que dividindo-o por A — 1, se pode entao obter a factorizacao

(D —1)(D*+4)y = 0.

Conclui-se finalmente que as trés raizes do polinémio caracteristico sao entao A = 1,
dada na sugestao, e A = 4+2i. Sabendo que o conjunto das solugoes da equacao
homogénea é um espacgo vectorial de dimensao trés, podemos obté-lo com recurso
a uma base de tres solucoes linearmente independentes, associadas as trés raizes.
Sao elas e, cos (2t) e sen (2t), estas duas tltimas sendo as partes real e imagindria
das correspondentes exponenciais complexas associadas as duas raizes imaginarias
puras, conjugadas. Por combinacao linear arbitraria obtém-se assim a solugao geral
(real) da correspondente equacao homogénea:

y(t) = c1e’ + cacos (2t) + cgsen (21), c1,¢2,¢3 € R.



(b) Sabemos que a solugado geral da equagao nao homogénea é dada somando a uma
solucao particular todas as solugoes da homogénea correspondente:

y(t) = yp(t) + yn(?),

sendo que a parte homogénea ja foi obtida na alinea anterior. Quanto a uma solugao
particular, vamos determina-la pelo método dos polinémios aniquiladores e dos coe-
ficientes indeterminados, visto o termo nao homogéneo 10e! ser solucao da equacao
(D — 1)y = 0. Pelo que aplicando o operador (D — 1) aos dois lados da equacao
nao homogénea dada, aniquilamos o termo nao homogéneo e transformamo-la numa
nova equagao homogénea com um conjunto maior de solugoes:

(D —1)*(D* +4)y = 0.
As solucoes desta nova equacao homogéna sao da forma
c1€' + cocos (2t) + czsen (2t) + ate’.

sendo que a tltima funcao nesta combinacao linear, te!, resulta da multiplicidade
algébrica igual a dois da raiz A = 1. As trés primeiras parcelas correspondem a
solucao geral da equacao homogénea original, pelo que é o coeficiente o deste novo
termo que é necessario determinar especificamente para se obter a solucao particular
do problema nao homogéneo dado.

Assim, fazemos y,(t) = ate’ e temos

"

Yy — Yy + 4y, — 4y, = 10’ &
aB+t)e’ —a(2+1t)e' +4a(l +t)e' —date? = 10" &
3a —2a+4a = 10,

donde finalmente se obtém o = 2.

A solucao do geral do problema nao homogéneo é entao dada por
y(t) = yn(t) + 2te’ = cre’ + cycos (2t) + cysen (2t) + 2te,

com constantes reais ci,co,c3, que agora determinamos de modo a satisfazer as
condicoes iniciais especificadas. Assim

y(O):() & c1+c=0
y(0)=0 & ¢ +2:3+2=0
y'(0)=0 & ¢ —4en+4=0.

Resolvendo este sistema algébrico simples de trés equacgoes e trés incognitas, chega-se
ac =—4/5, co =4/5e c3 = —3/5, pelo que a (unica) solu¢ao do pvi é

4 4 3
y(t) = —get + = €08 (2t) — Zsen (2t) + 2te.



2. Considere a equacao diferencial
y" =2y + 2y = h(t).

(a) Determine a solucao geral da equagdo homogénea associada.
(b) Para que condigoes iniciais y(0) = «, y'(0) = 8 tem a equagado homogénea solugao
limitada?

(c) Sendo h(t) = 4t + 6e* determine a solugao da equagao que verifica y(0) = 3/(0) = 0.

et

(d) Determine a solucao geral da equacao para h(t) = -%.

Resolucgao:
(a) A equagdo homogénea é
(D2 — 2D + 2)y = 0.

O polinémio caracteristico é P(R) = R*> — 2R + 2, e as suas raizes sao R = 1 £ i.
Assim, a solucao geral da equagao homogénea é:

yu(t) = Ae'cost + Be'sent.

(b) Em face da solucao geral homogénea, da alinea anterior, a solugao do problema de
valor inicial homogéneo com condigoes iniciais y(0) = «, ¢/(0) = 5 é

y(0)=A=a e y'(0)= A+ B =0,

ou seja

y(t) = ae'cost + (B — a)e'sent.
Ora, em face do termo exponencial nas duas componentes da solucao homogénea,
a unica forma desta solucao ser limitada é os dois coeficientes serem nulos, ou seja,
a=0ef—a=0, donde se conclui, necessariamente, « =0 e § = 0.

(c¢) A equagao

y' — 2y + 2y = h(t) = 4t + 6e* (2)
pode ser resolvida pelo método dos coeficientes indeterminados.
O polinémio aniquilador de h(t) = 4t +6¢e* é P4(D) = D*(D —2). Aplicando P4(D)
a ambos os membros da equagao (2):

D*(D—-2)(D—1-1i)(D—1+i)y=D*(D—2) (4 +6e*) =0 (3)

As raizes do polindmio caracteristico da equac¢ao homogénea (3) sdo 1 + i (com
multiplicidade 1 cada), 0 (com multiplicidade 2) e 2 (com multiplicidade 1). Conse-
quentemente, a solucao geral da equacao (3) é:

y(t) = Ae'cost+ Be'sent + C+ Dt+ Ee”

-~ -~

yu(t) yp(t)




Dado que yy(t) representa a solucao geral da equagao homogénea associada a (2),
conclui-se que (2) tem uma solugao particular da forma yp(t) = C + Dt + Ee?.

Substituindo yp na equagao diferencial obtém-se:
4Fe* — 2D — 4Ee* + 2C + 2Dt + 2Ee* = 4t + 6e?,

ou seja
(2C — 2D) + 2Dt + 2Ee* = 4t + 6e*,

para qualquer t € R. Desta forma, C' =D =2e¢ F = 3.
A solugao geral da equagao (2) é:

y(t) = yu(t) +yp(t) = Aelcost + Be'sent + 2 + 2t + 3e*
Como ¢/ (t) = Aelcost — Ae'sent + Be'sent + Becost + 2 + 6e*, resulta que:

y(0) = 0 A+2+43=0 A=-5
{;/(0):0 (:’{A+B+2+6:o “\ B=-3

Assim, a solucao do problema de valor inicial é:

y(t) = —5elcost — 3e'sent + 2 + 2t + 3e*

Para determinar uma solucao particular da equacao

t
y' =2y +2y =

cost

podemos utilizar a férmula de variacao das constantes.
Atendendo ao resultado da alinea (a), uma matriz wronskiana é dada por:

W(t) =

elcost elsent }

; cost sen t
elcost — efsent elsent + efcost

A sua inversa é, entao:

W) = et [ sent + cost —sent }

sent — cost cost

Desta forma:

t
Yp (t) = [etCOS t etsen ﬂ / =3 sen s + cos s sen s g s
SENn s — COS S COS S coss

L[ _sens
= [etcost etsent}/ [ (fss ] ds

log |cos | }
t

= ¢'costlog|cost| + te'sent

= [etcost elsen t} [

A solugao geral da equacao (4) é, entao:

y(t) = yu(t) + yp(t) = Ae’cost + Be'sent + e'costlog|cost| + te'sent.

cost —sent sent—+ cost



