Calculo Diferencial e Integral - 111
Exemplos de Resolucoes

'Semana 10 - 27 a 30 de Novembro de 2023|

1. Determine a solucao geral de
¥ =—-x+3y
Yy = —2x+4y.
Resolugao: Trata-se de um sistema de EDOs linear homogéneo, de dimensao 2, com

matriz associada
-1 3
=M

pelo que precisamos encontrar duas solugoes linearmente independentes, que constituem
uma base do espaco vetorial de solugoes.

Procuraremos solucoes linearmente independentes da forma (z(t),y(t)) = e*v, em que A
e v sao, respetivamente, valor e vetor préprios associados a matriz A.

O polinémio caracteristico da matriz A é det(A — A\I) = A\ — 3\ + 2 pelo que os valores
proprios sao
M-3\+2=0A=2VA=1.

Os vetores proprios associados a estes valores proprios sao, para A = 2

a-myvmon[ 2 8] [2]2[2] wnmu

ou seja, por exemplo, v = (1,1). E para A =1

(A—lI)v:O@{:g g] “ﬂ: [8} & 201 = 3u,,

ou seja, por exemplo, v = (1,2/3).

Assim, uma base do espaco das solugoes poderao ser, por exemplo, as duas solugoes

[ e o)

pelo que a solucao geral do sistema sera o espago gerado por estas duas solugoes, ou seja,
todas as suas combinagoes arbitrarias

zt) ] u[1 1] [ et + et
{y(t)]_cle 1 | Tee 2/3 | 7 | e+ ket |

com ¢, cy € R arbitrarios.



2. Determine a solucao geral de x’ = Ax com,

-3 00
A= 0 -1 2
0 —4 3

Resolucgao: Este sistema de 3 equacoes a 3 incognitas estd, na verdade, parcialmente
desacoplado. A equacao da primeira componente é simplesmente ' = —3z, cuja solugao
é x(t) = cie3!, para ¢; € R arbitrdrio. Outra maneira de o deduzir é perceber que a
primeira coluna estd ja diagonalizada, ou seja, que na forma em que a matriz A se encontra
dada, —3 é valor préprio associado ao vetor préprio do primeiro vetor da base candnica,
ou seja, de v = (1,0,0). Portanto, uma solucao vetorial é e=3(1,0,0) = (e™3,0,0) que é
0 mesmo que a solucao s6 para x(t) que vimos antes.

Duas restantes solugoes vetoriais linearmente independentes serao necessariamente obti-
das da matriz 2 x 2, correspondente ao acoplamento entre as solucoes y(t) e z(t)

-1 2
-4 3|’
cujos valores proprios sao dados pela equagao caracteristica
(—1=XN)B-N)+8=0 N -22+5=0& \ =12,

que tem solugoes complexas (necessariamente conjugadas). Neste caso basta encontrar
um dos vetores proprios, porque o outro é necessariamente conjugado (em consequéncia
da matriz ter componentes reais). Portanto para A = 1 + 2i, por exemplo, tem-se a
equagcao para os vetores proprios

—2-2 2 J[w] o0 .
4 2—2¢][W}_[o}@(l“)vl_w'

A forma geral destes vetores préprios é assim v = (a, (1+14)«) e, escolhendo por exemplo
a = 1, obtém-se v = (1,1 + 4). Conclui-se imediatamente que um vetor préprio para
A = 1 — 2 serd portanto v = (1,1 — 4). Assim, duas solug¢bes complexas linearmente
independentes do sistema original serao

0 0
6(1+2i)t 1 e 6(1—2i)t 1
1+ 1

Mas, como sempre, pretendemos solugoes reais: sao as que sao garantidas pelo teorema
de Picard-Lindelof. Para isso sabemos que podemos obter duas solugdes reais linear-
mente independentes, separando a parte real e a parte imagindria de uma destas solugoes
complexas (as da outra solu¢ao complexa serdo exatamente as mesmas, apenas com uma
mudanga de sinal da parte imaginaria, que é irrelevante para a combinacdo linear final).
Assim, relembrando a férmula de Euler, que e+2)t = efcos (2t) + iefsen (2t), tem-se

0 0
e(1+20t 1 = elcos (2t) + ielsen (2t) :
144 e'(cos (2t) — sen (2t)) + ie(cos (2t) + sen (2t))



pelo que, separando as partes reais e imaginarias, se obtém duas solugoes linearmente
independentes reais

0 0
e'cos (2t) e e'sen (2t) :
e'(cos (2t) — sen (2t)) e'(cos (2t) + sen (2t))

concluindo-se, portanto, que a solucao geral do sistema inicial é

x(t) e 3t 0 0
y(t) = | 0 |[+e elcos (2t) +c3 e'sen (2t)
2(t) 0 e'(cos (2t) — sen (2t)) e'(cos (2t) + sen (2t))

= co€lcos (2t) + cselsen (2t) ,
cz€t(cos (2t) — sen (2t)) + c3e!(cos (2t) + sen (2t))

com cy, ¢, c3 € R arbitrarios.

. Determine a solugao do problema de valor inicial para o sistema
x'=2x— 3y

Yy =x—2y z(0) =3, y(0) =1, 2(0) = 1.
7 =tr+ 2

Resolugao: Trata-se de um problema de valor inicial para um sistema linear homogéneo
de 3 equacoes a 3 incognitas associado a matriz

2 -3 0
A=|1 -2 0
2 01

Aparentemente seria um problema de resolucao explicita impossivel, porque s6 sabemos
como lidar com sistemas lineares com matrizes de coeficientes constantes. No entanto,
rapidamente se percebe que as equagoes para z(t) e y(t) acopladas entre si estdo, no
entanto, desacopladas de z(t) podendo, por isso, ser resolvidas separadamente. E estas
sao de coeficientes constantes. Depois de obtidas as solugoes do problema de valor inicial
para x(t) e y(t), a solugdo de z(t) pode ser introduzida na equagao de z(t) e esta tltima
resolvida isoladamente como uma simples equagao escalar linear nao homogénea.

Portanto, comecamos por obter a solugao do sistema 2 x 2 associado a matriz

23]

para o qual precisamos de duas solugoes linearmente independentes, como base do espaco
das solugoes. A sua equacao caracteristica é

2-N(-2-XN+3=0X-1=0& )=+l



Estes dois valores proprios distintos implicam a existéncia de correspondentes vetores
proprios linearmente independentes. Assim, para A = 1 obtém-se

[ 3)[n]-[8]en-m

ou seja, por exemplo, v = (3,1). E para A = —

221 (2] onmn

escolhendo, por exemplo, v = (1, 1).

A solugao geral do sistema para x(t) e y(t) é assim

z@) | 3 o[ 1] [ 3eret + et
{ y(t) } - ac [ 1 ] Tee g | T crel + cpet |7
com cq, ¢co € R arbitrarios. A solugao, inica (por Picard-Lindel6f), que satisfaz o problema
de valor inicial z(0) =3, y(0) =1 é

o)== (e ]-1

cuja solucao ¢, evidentemente, ¢c; = 1 e ¢; = 0. Portanto

sa1=1%]

Finalmente, podemos entao resolver a equagao (linear ndo homogénea escalar) para z(t),

dz

d
==t 1)+ 2(t) & = = 2 + 32",

dt

Como habitualmente, passamos z(t) para o lado esquerdo da equagao, e multiplicamos
por um factor integrante pu(t) # 0 que transforme o lado esquerdo numa derivada dum
produto

dz d
it el =3 e wu(t)— - (t)z = 3t2etu(t),

dt dt dt
de modo que
dz B dz du _d(p(t)z(t))
pt) —ult)e = plt) o + o= ———,
pelo que tera de ser
dp
- =t

ou seja u(t) = et por exemplo. A equagao diferencial ordindria para z(t) com este factor
integrante ficara, entao
d(e"z(t))

= 3¢?
dt ’



e integrando desde t até t e usando a condigao inicial z(0) = 1, obtém-se
e '2(t) — 2(0) = 3 & 2(t) = (> + 1),

Conclui-se portanto que a solucao unica do problema de valor inicial pedido é

x(t) 3et
y() | = e
2(t) (£ +1)et

4. Considere o sistema de equagoes diferenciais ordinarias

dzx
— = 3 4t
7 T+ 3y +

dy
= —r—y+4t
7 r—y—+

(a) Determine uma solugao particular da forma (z(t), y(t)) = (at+0, ), para constantes
apropriadas «, 3,7 € R.

(b) Obtenha a solugao geral do sistema, e extraia dela a solugao do problema de valor
inicial (2(0),y(0)) = (1,1).
Resolugao:

(a) Substituindo no sistema o candidato a solu¢ao obtemos
a=at+ B+ 3y+ 4t

O=at+f—y+4t

donde se conclui que oo = —4, porque os Unicos termos em ¢ tém que se cancelar. E
a partir dai o sistema reduz-se a

—4 =+ 3y
0=6-n

e daqui § = v = —1. Portanto, uma solucao particular, como sugerido, sera
(b) Sabemos que a solugao geral dum problema linear ndo homogéneo, como o que é

dado, é igual a uma solucao particular do sistema nao homogéneo, somada a todas
as solucgoes do sistema homogéneo, as quais formam um espago vetorial de dimensao



dois. Uma solucao particular nao homogénea ja foi determinada na alinea anterior,
pelo que resta obter as solugoes homogéneas, ou seja, do sistema

¥ =x+3y
y=z-y
associado & matriz 2 x 2
1 3
A [1 3 }

Como sempre, procuramos duas solucoes linearmente independentes que formem
uma base do espaco das solucdes homogéneas, da forma eMv, em que A\ e v sdo,
respetivamente, valor e vetor proprios associados a matriz A. A sua equagao carac-

teristica é
1=XN(-1-XN)-3=02X-4=0& )=42

Estes dois valores préprios distintos implicam a existéncia de correspondentes vetores
préprios linearmente independentes. Assim, para A = 2 obtém-se

[ 3] [n]-[3] e

ou seja, por exemplo, v = (3,1). E para A = —2,

2] (2] [2] en-on

escolhendo, por exemplo, v = (1, —1).
A solucao geral do sistema homogéneo é assim

3 1 3cie? + cpe™
2 ot _ 1 2
e { 1 } t e { -1 } - { cre®t —cpe™® |’

com c¢1, ¢y € R arbitrarios.

A solugao geral do sistema nao homogéneo é agora igual a esta solucao geral ho-
mogénea somada a uma solucao particular nao homogénea, por exemplo a que foi
encontrada na alinea anterior. Assim

z(t) | [ 3c1e® + e N —4t—1] [ 3cie* + e — 4t — 1
y(t) - 2t 2t —1 2% .

cire?t — coe” @@ — g = 1
Resta-nos determinar ¢, c5 de forma a que a condicao inicial seja satisfeita. E, para
1SS0
fl?(()) . 301 + Cco — 1 _ 1
y(0> - C1 — Cy — 1 o 1 ’

que implica os coeficientes Unicos ¢; = 1 e ¢g = —1. Tem-se finalmente assim a
solucao do problema de valor inicial

[ﬂw}__{%%—eQﬁ—g—l]'

y(t) | e et —1



