Variedades diferenciaveis e formas diferenciais

1 Variedades diferenciaveis

Definicdao 1.1 Um conjunto M C R"™ diz-se uma variedade diferenciavel de dimensdo m <
{1,...,n — 1} se para qualquer ponto a € M existe um conjunto aberto U > a e uma fungdo
f:V CR™ — R"™™ de classe C* tais que

MNU = Graf(f)nU
para alguma ordenacdo das coordenadas Cartesianas de R™.

Nota 1.2 Definimos ainda uma variedade de dimensdo 0 como um conjunto do pontos isolados,
e uma variedade de dimensdo n como um conjunto aberto.

Teorema 1.3 M C R™ é uma variedade diferencidvel de dimensdo m sse para qualquer ponto
a € M existe um conjunto aberto U > a e uma funcdo F : U — R"™™ de classe C*° tais que

(i) MNU ={xeU:F(x)=0}
(ii) car DF(a) =n — m.

Dem: Suponhamos sem perda de generalidade que det %—E(a) # 0, onde escrevemos x = (y, z)
comy € R™ ez € R" ™. Entdo pelo Teorema da Func¢ao Implicita existe um conjunto aberto
V C U coma eV tal que M NV é dado pelo grafico de uma fungdo z = f(y) de classe C*°.
Isto mostra que um conjunto satisfazendo as condigdes no enunciado é de facto uma variedade
diferencidvel. Para mostrar que uma variedade diferencidvel satisfaz as condi¢bes no enunciado
basta tomar F(y,z) = f(y) — z. O

Definicao 1.4 Um vetor v € R" diz-se tangente a um conjunto M C R™ no ponto a € M se
existe uma curva g : R — M de classe C*° tal que g(0) = a e g/(0) = v. Um vetor v. € R"
diz-se ortogonal a M no ponto a se é ortogonal a todos os vetores tangentes a M em a.

Proposicao 1.5 Se M C R" € uma variedade de dimensdo m, o conjunto T, M de todos os
vetores tangentes a M no ponto a € M €é um espaco vetorial de dimensdo m, dito o espaco
tangente a M no ponto a.

Dem: Suponhamos sem perda de generalidade que M é dada por z = f(y) numa vizinhan¢a do
ponto a, onde usamos a nota¢do na demonstracdo do teorema acima. Qualquer curvag: R — M
com g(0) = a é dada nesta vizinhanga por g(t) = (h(¢),f(h(¢))), onde h : R — R™ é uma curva
em R™. Desta forma, g'(0) = (h'(0), Df(a) - h/(0)), e portanto qualquer vetor tangente a M no
ponto a estd contido na imagem de R™ pela aplicagdo linear injetiva u +— (u, Df(a) - u). Por
outro lado, dado u € R™, temos que a sua imagem por esta aplicacdo é o vetor tangente a curva
g(t) = (b + ut,f(b + ut)), onde escrevemos a = (b, c), e portanto tangente a M no ponto a.
Concluimos que TaM é um subespaco vetorial de R™ de dimens3o m. ]



Definicao 1.6 O espaco normal a uma variedade M C R" de dimensdo m no ponto a é o
espaco vetorial T3- M de dimensio n — m obtido tomando o complemento ortogonal de T, M.

Proposicao 1.7 Sejam M C R"™ uma variedade de dimensdo m, a € M um ponto de M,
U > a um conjunto aberto e F : U — R"™™ tais que M NU = {x € U : F(x) = 0} com
car DF(a) = n — m. Entdo T,M = ker DF(a).

Dem: Uma vez que dim ker DF(a) = m, basta ver que T, M C ker DF(a). Para qualquer curva
g : R — M de classe C* satisfazendo g(0) = a, temos F(g(t)) = 0 sempre que g(t) € U, e
portanto DF(a) - g'(0) = 0. O

Definicao 1.8 Uma parametrizacao de uma variedade M C R"™ de dimensdo m é uma aplicacdo
g:U — M (comU C R™ aberto) injectiva, de classe C* e tal que car Dg(t) = m para todo o
teU.

Proposicao 1.9 Seg : U — M é uma parametrizacdo da variedade M C R" de dimensdo m
entio

g og
Tg(t)M = Span {atl(t), ceey W(t)} .

Dem: Obvia. I

Proposicao 1.10 Se M C R"™ é uma variedade-m e a € M entdo existe um conjunto aberto
V > a tal que M NV é a imagem de uma parametrizacdog : U C R™ — M.

Dem: Usando a notagdo na demonstragdo do teorema acima, basta tomar g(t) = (t,f(t)). O



2 Covetores e produto exterior

Definicao 2.1 O espaco vetorial dual de R"™ é
(R")* ={a:R" = R: « € linear}.
Os elementos de (R™)" designam-se por covetores.

Por linearidade, um covetor é determinado pela sua ac¢ao na base canénica de R™. Definimos
os covetores dzl, ..., dz" € (R™)" através de

; 1 se 1=y
da'(ej) = !
0 se i#j
(veremos mais tarde a raz3o de ser desta notacdo). Dado o € (R™)", temos
n n n
NURET D SEA B RIS o
i=1 i=1 i=1
onde o; = a(e;). Em particular, dzf(v) = v, e portanto
n n
a(v) = Zai dz'(v) & a = Zai dx".
i=1 i=1
Daqui facilmente se conclui que {dz?,...,dz"} é uma base para (R™)*, que é ent3o um espaco
vetorial de dimensao n.
Definicdo 2.2 Um tensor-k (covariante) T é uma aplicaco multilinear T : (R")* = R, i.e.
() T(viy.. ., vi+wi, oo, Vi) =T (Vi ooy Vig oo, Vi) + T (Vi ooy Wiy oo, VE)
(i) T(vi, ..., AV, oo, Vi) = AT(Ve, o, Viy oo VE).
Exemplo 2.3
(i) Um covetor é um tensor-1.
(i) g: R" x R" — R dado por g(v,w) = v -w é um tensor-2 (tensor da métrica).
(iii) T : (R™)" — R dado por T'(v1,...,v,) = det(vy,...,v,) é um tensor-n alternante.
Definicao 2.4 Um tensor-k « diz-se alternante, ou um covetor de grau k, se
a(Vi, ..y Viy o, Voo, Vi) = —a(Vi, o Vo VL, V).

Designamos por A* (R™) o espaco vetorial dos covetores-k.



Dados i1, ...,i; € {1,...,n}, definimos dz’ A ... A dz' € A* (R") mediante
doit(vy) ... da(vy)
dr™ A .. ANdz™(vy, ..., vE) = det
dz's(vy) ... da'(vy)
Note-se que
de" A ANdx AL ANdE AL N dat = —da AL A dat AL A da AL LA dat

e portanto ' ' ' '
dr" A ... Ndx AL A Ndx™ AL AN da"™ = 0.

Proposicao 2.5 {dazil A ... A dxi é uma base para A¥ (R™), cuja dimenséo é por-

}1§i1<...<ik§n

tanto ().
Dem: Se
Z Qi AT AL A dx' =0
7:1<...<ik
entdo aplicando este covetor-k a ej,,...,ej, (com j; < ... < ji) obtém-se oy, j = 0. Isto

mostra que os elementos de {d:):il A Ndx sdo linearmente independentes. Para

Wl
1< <..<ip<n
mostrar que geram A¥ (R"), tome-se um covetor-k T' e considere-se

a = Z T(ei,... e, )dz" A... Adz'.

11 <...<tp
Deve ser claro que
alej,...,e)=T(e;,...,€;)
para i1 < ... < 1j; por serem ambos alternantes, a igualdade vale para os indices numa ordem
qualquer, e por multilinearidade vale para quaisquer vetores. ]

Nota 2.6 Uma vez que () = 1, define-se A° (R") = R.

Exemplo 2.7 A2 (Rg) tem dimens3o 3, e uma base € por exemplo {dy A dz,dz A dz,dz A dy}.
Isto faz com que R? possa ser identificado tanto com Al (R3) = (R3)* como com A? (R3).' se
v € R3, definimos

wy = vide 4+ vidy +v3dz

Qv = vldy A dz + v3dz A de + v3da A dy.

Note-se que na verdade wy, pode ser definida para v € R". E fAcil ver que

e que



Definicdo 2.8 Se a € A* (R") e B € A (R"),

a = Z ail,,,ikdxil/\.../\dxik, g = Z 5j1...jldxj1/\.../\dwj’,

11 <. <0, J1<...<Jy

definimos o seu produto exterior o A 3 € AT (R™) como

aAB = > i Big da AL Ada Adat AL A dad
11 <. <0
J1<...<gi

Nota 2.9 Se a é um covetor-0 (nimero real), o produto exterior por o € simplesmente o produto
por um escalar.

Exemplo 2.10 O produto exterior pode ser visto como uma generalizacdo do produto externo:
se v,w € R? entdo
Wy A ww = Qyxw-

Pode também ser visto como uma generalizagdo do produto interno:
wy A Qw = (v-w)dz Ady Ndz.
Proposicao 2.11 Propriedades do produto exterior:
(i) an(B+y)=arB+any
(i) anB=(-DBAra se acA¥R"), e A (RY),
(iii) a AN(BAY) = (aAB)Ar.

Dem: Exercicio. O



3 Formas diferenciais, “pull-back” e derivada exterior

Definicdo 3.1 Uma forma diferencial de grau k em R” é uma funcio w : R"* — A*(R") de
classe C>. Designamos por Q¥(R™) o conjunto das formas-k em R™.

Exemplo 3.2 Uma forma-0 é simplesmente uma funcdo ¢ : R™ — R de classe C'°.

Definicdo 3.3 Sef : R” — R™ ¢ de classe C™ e w € QF(R™) entdo o “pull-back” de w por f
é a forma-k f*w € QF(R™) definida por

(E0)(X)(vi, .., Vi) = w(E))(DE)VL, ..., DE(X)vy).
Exemplo 3.4 O “pull-back” de uma forma-0 ¢ por f é simplesmente a pré-composicdo ¢ o f.

Proposicao 3.5 Propriedades do “pull-back”:
(i) £ (w+n) = o+ 9,
(i) £ (wAn) =f*wAfny;
(iii) (g o f)"(w) = f*(g"w).
Dem: Exercicio. 0
Definicdao 3.6 Se w € QF(R"),

Z Wiy i ( daz”/\ oA daE,

11 <...<tp
entdo a sua derivada exterior € a forma-(k + 1) dw € QFT1(R™) definida por
0 A
= > Z w“ T Gt A da A LA daE
11 <...<tp 1=1
Exemplo 3.7

1. A derivada exterior de uma forma-0 ¢ € a forma-1

99 .
az

do =

Em cada ponto, esta forma-1 é a transformacdo linear representada pela matriz Jacobiana
de ¢, ou seja, é a derivada de ¢. Em particular, a derivada exterior da fungdo z* é dx*, o
que justifica a notacdo para a base de (R")".

2. Outra maneira de pensar na derivada exterior de uma forma-0 ¢ : R™ — R é como sendo a
forma-1 que corresponde ao gradiente de ¢:

d(b = Wgrad ¢-



3. SeF :R3 — R3 é um campo vetorial de classe C* entdo

dwp = Qror F

dQp = (divF) dz A dy A dz.

As formas diferenciais fornecem um método rapido de cdlculo de rotacionais: por exemplo,
se F = (—y,x,2) entdo wg = —ydx + xdy + zdz, donde

ot F = dwp = —dy N dzx + dx N\ dy = 2dx A dy,
e portanto rot F = (0,0, 2).
Proposicao 3.8 Propriedades da derivada exterior:
(i) d(w +n) = dw + dn;
(i) dlwAn) =dwAn+ (—DFwAady se weQF (R,
(i) d(dw) =0;
(iv) £*(dw) = d(f*w).

Dem: (i) e (ii) sdo imediatas. Para provar (iii), note-se que

dldw)=d Y Za"g;ﬁd Adz AL A da

11<...<ip 1=1

Z Z aaw;la ZI’“ da?d Adxt Adx™ AL A dxtE.

11 <...<ig ,j=1

Pelo Lema de Schwarz

Gw“ i g 8w11 in g 82%1 i j
]z_:a]ald /\d:x—jz_azajd Adat = Hazaad A dz

pelo que esta expressdo se anula, e consequentemente d(dw) = 0.
Para provar (iv), notamos que para formas-0 ¢ se tem

d(t*¢)(v) = d(¢ o £)(v) = dp(Df(v)) = (f°de)(v).

Em particular temos
d(f*(dp)) = d(d(f*¢)) = 0 = £*(d(d¢)),

pelo que (iv) vale também para formas-1 do tipo d¢. Como qualquer forma-k pode ser construida

a partir de formas-0 e das formas-1 dz', ..., dz™ usando produtos exteriores e somas, é facil ver
que (iv) vale para qualquer forma-k. O
Exemplo 3.9

(i) Se ¢ : R — R é um campo escalar entdo d(d¢) = 0 < rot(grad ¢) = 0.



(i) Se F :R3® — R3 é um campo vetorial entdo d(dwg) = 0 < div(rot F) = 0.
Definicdo 3.10 Dizemos que w € QF (R") é:
(i) fechada se dw =0,
(i) exacta se w = dn paran € Q¥ (R") (dito um potencial para w).
Proposicdo 3.11 Sew € QF (R") é exacta entio w € fechada.
Dem: Obvia. O

Nota 3.12 Mais geralmente, podemos considerar o conjunto QF(U) das formas-k cujo dominio
€ um conjunto aberto U C R™. A relagdo entre formas fechadas e formas extaras em U depende
crucialmente da topologia de U.

Teorema 3.13 (Lema de Poincaré) Se w € QF (U) é fechada e o conjunto aberto U é em
estrela entdo w € exacta.

Dem: Supomos sem perda de generalidade que 0 é um centro de U. Se

wx) = Y wig (X)da AL A da',

1< <k
definimos 12 € Q%=1 (U) mediante
Tw(x) = Z i(—l)l_l (/1 i, i (%) dt) 2 dzt AL ANdTA LA dat
1< <igy 1=1 0
(onde ~ significa omissdo). Temos
w=d(lw)+ I(dw),
e portanto se dw = 0 entdo w = d(Iw). O

Exemplo 3.14

(i) Se F : U — R™ é um campo fechado e U C R™ é em estrela entdo existe ¢ : U — R tal
que F = grad ¢.

(i) Se F : U — R3 é um campo vetorial com divF = 0 e U C R3 é em estrela entdo existe
A:U —R? tal que F =rot A.

As formas diferenciais fornecem um método rdpido de cdlculo de potenciais vetores: por
exemplo, se F = (2y,2z,0) entdo

Qp =2ydy Adz +22dz ANde = d (y*) Adz +d (2°) Ndz = d (yPdz + 2%dz) |

e portanto um potencial vetor para F é A = (22,0, 3?).



4 Integracao e Teorema de Stokes

Proposicao 4.1 Seg: U CR™ - M eh: V C R™ — M s3o parametrizacées da variedade-m
M C R" entdo h!og é um difeomorfismo (bijecdo C> com inversa C*).

Dem: Uma vez que g e h s3o injetivas, h™! o g é bijetiva no seu dominio. Como as colunas de
Dg e Dh geram o mesmo espaco vetorial em cada ponto (espago tangente), existe uma Unica
matriz m x m n3o singular A tal que Dg = Dh - A. E ficil verificar que A = Dh tlog) eo
Teorema da Fung3o Inversa garante entdo que h™! o g é um difeomorfismo. g

Definicao 4.2 Dizemos que duas parametrizacées g : U CR™ — M eh:V C R™ — M da
variedade-m M C R" induzem a mesma orientacao se det D(h~!og) > 0, e orientagdes opos-
tas sedet D(h~log) < 0. A variedade M diz-se orientavel se é possivel escolher parametrizacées
cujas imagens cobrem M e que induzem todas a mesma orientacdo. Uma orientacao numa vari-
edade orientdvel é uma escolha de uma familia maximal de parametrizacées nestas condicées, que
se dizem positivas. Uma variedade orientavel com uma escolha de orientacdo diz-se orientada.

Definicdo 4.3 Seg : U C R™ — M € uma parametrizacdo positiva da variedade-m orientada
M C R" ew € Q™ (R"), define-se o integral de w ao longo de g(U) (que supomos limitado)

mediante
og 8g> 1
w= | w(g(t (,..., dt...dt™
/g(U) /U (a(t)) ot! otm

:/g*w(el,...,em)dtl...dtm.
U

Nota 4.4 Se pensarmos num conjunto aberto U C R™ como uma variedade de dimensido n
parametrizada pela aplicagdo identidade (que tomamos como positiva), esta definicdo implica

/f(x)da:l/\.../\dx”:/f(x)d:nl...dx",
U U

/ w:/g*w.
g(U) U

1. Se M C R™ é uma variedade-1 e F : R — R"™ é um campo vetorial entdo

o= (&) (% )a- | F(e(t) - Bie) it - [ ®eag

€ o integral de linha de F ao longo de M. Note-se que neste caso a escolha de orientagdo
€ a escolha do sentido em que a curva é percorrida.

e portanto

Exemplo 4.5

2. Se M C R? é uma variedade-2 e F : R> — R é um campo vetorial entdo

/M Op = /UQF(g(u,v)) <gi, gi) du dv = /(]F(g(u,v)).@i x gi) du dv = /M (F,n)

€ o fluxo de F através de M. Note-se que neste caso a escolha de orientacido € a escolha
da normal unitdria.



Proposicao 4.6 O integral de uma forma-m na imagem de uma parametrizacdo positiva de uma
variedade-m orientada esta bem definido, ou seja, ndo depende da escolha de parametrizagdo.

Dem: Comecamos por ver que a definicio é consistente para integrais em variedades-n: se
U,V . C R™ s3o conjuntos abertos, w = fdz! A ... Ada™ € Q"(R") eg : U — V é um
difeomorfismo positivo entdo

/f ) dzt A /\d:c"(ag.. 8g>dt1...dt"

otl’ " o

og g\ 1 n
/f det(@tl’ . (%n)dt L..dt
/ f(g(t))(det Dg) dt...adt"
/f )) |det Dg| dt! ... adt"

:/Vf(x)dx .. dz"

pelo Teorema de Mudanga de Variaveis.

Seja agora M uma variedade-m orientada, sejamg: U CR™ - M eh: V CR™ - M
duas parametrizagdes positivas com a mesma imagem (de modo que g = h o k para algum
difeomorfismo k : U — V), e seja w € Q™(R™). Usando o resultado acima,

/Ug*w:/U(hok)*w:/Uk*(h*w):/Vh*w

Definicao 4.7 Se M C R"™ é uma variedade-m limitada e orientada e w € Q™ (R™), definimos

0

N

A[w B Z/i(Ui)w,

=1

onde g; : Uy — M s3do parametrizacOes positivas cujas imagens sio disjuntas e cobrem M a
excecdo da unido um nimero finito de variedades de dimens3do inferior a m.

E possivel provar que é sempre possivel obter um nimero finito de parametrizacdes desta
forma, e que a definicdo acima n3o depende da escolha destas parametrizagdes.

Definicao 4.8 Informalmente, uma variedade-m com bordo é um subconjunto M C N de uma
variedade N C R" de dimensdo m delimitado por uma variedade OM C M de dimensdo (m —1),
dita o bordo de M, tal que M \ OM € ainda uma variedade-m. Dizemos que M ¢é orientavel
se N € orientdvel. Se M ¢€ orientada, a orientacao induzida em OM é a orientacdo definida
da seguinte forma: se g : U N {t! < 0} — M €é uma parametrizacdo positiva de M tal que
h(t?,...,t™) = g(0,t%,...,t™) é uma parametrizacio de OM, entdo h é positiva. Além disso,

10



Nota 4.9 Uma variedade é um caso particular de uma variedade com bordo, mas uma variedade
com bordo em geral ndo € uma variedade.

Teorema 4.10 (Stokes) Se M C R"™ é uma variedade-m com bordo compacta e orientdvel e
w e Q1 (R") entdo
/ dw = / w,
M oM

Dem: Assumimos que podemos decompor M em imagens de cubos por parametrizagdes positivas.
Como integrais ao longo de faces adjacentes correspondem a orienta¢Ges opostas, e portanto
cancelam, podemos supor sem perda de generalidade que M é a imagem de um cubo.

Seja g : [0,1]™ — M a parametrizagdo. Uma vez que

/ dio = / o (dw) = / d(g"w)
w 0,1 e

/ w—/ g*w,

oM a[0,1]m

basta provar o Teorema de Stokes no caso em que M = [0,1]™. Se w € Q™ 1(R™) entdo

onde OM tem a orientagdo induzida.

m

w:Zwi(x)dml/\.../\c?x\'i/\.../\dxm,
i=1
e portanto
“ 1 Ow;
dw =" (=1)"' = da' A Ad2™.
w ;( ) 5ot 08 x
Consequentemente,
/ dw = i(—w‘—l/ Oi 40 AL A da™
[0,1]™ i—1 [0,1]™ 3:5’
= Z(_w—l/ “’i dz'. .. dz™
im1 [0’1}1% 8.%'
:Z(—l)i_l (/ widxl...ci;i...dxm—/ widxl...d/m\i...da:m>
i=1 {Iizl} {xizo}

= / w’
a[0,1]m

onde usamos a definicdo de orientacdo induzida (note-se que cada troca de fungdes coordenadas
inverte a orientagdo). O

Corolério 4.11 Se M € uma variedade-m (sem bordo) compacta e orientdvel e w € Q™1 (R")

entao
7{ dw = 0.
M

11



Exemplo 4.12 Se M é um dominio regular em R? e w = Pdx + Qdy € Q' (R?), temos

dw_<€962_8P

9r ~ dy > dx A dy,

e portanto o Teorema de Stokes reduz-se ao Teorema de Green:

// (aQ—ap>d:U/\dy:?{ Pdx + Qdy.
M\ O Oy oM

Exemplo 4.13 Todo o Cilculo Vetorial em R® pode ser reinterpretado em termos de formas
diferenciais:

(i) Produtos:

WeF = QWF;

Qur = ¢ OF;

Orxa = wr Awa;

(F-G)dx ANdy Ndz = Qp ANwg = wr A QG-

(ii) Derivadas:
Wgrad ¢ = de;
QrotF = dwr;

(divF)dz A dy A dz = dQF.

(iii) Integrais:

(iv) Teoremas sobre derivadas:

rot(grad¢) =0 < d(d¢) = 0;
div(rotF) =0 < d(dwr)=0.

(v) Teoremas sobre integrais:

/ grad g - dg = g(b) — d(a) / a6 = d(b) — d(a):
M M

// rotF-n:f F-dg < /dwFZ]{ WF;
M OM M oM
M oM M oM

12



5 Calculo vetorial em coordenadas curvilineas

Se g : U — R™ é uma transformac3do de coordenadas entdo podemos pensar nas novas coordena-
das t',...,t" como campos escalares em R". Tem-se

i (O0g\ ot B
()2,

onde ¢;; =1 sei=jed;; =0sei##j(delta de Kronecker). Definindo as formas-1

n
Wy = Z gz-jdtj,
7=1

onde
og Og

9= o o
sdo as componentes da matriz da métrica G, vemos que

(0g\ __Og Og
Wi | =7 —gw—% 97’

. og
ou seja, w; é a forma-1 associada a —

oti

Exemplo 5.1 Recorde-se que as coordenadas cilindricas em R? correspondem & transformacio
de coordenadas g : RT x ]0, 27| x R — R3 dada por

g(p, ., 2) = (pcosp, psenp, z).

A matriz da métrica vem

1 0 0
G=10 p> 0
0 1

g Og Og
888

base ortonormal {ep, ey, e} satisfaz

e portanto { } € uma base ortogonal associada as formas {dp plde, dz} A respectiva

0
epzai dp ~e, X e, ~pdp Adz;
10g
——= ~pdp~e,xe,~dzANdp;
e, = 00 pdp ~e, xe, z Adp
0
e, = 8g dz ~e, x e, ~pdpN\dp
z

(onde escrevemos F ~ wg ~ Q). Temos ainda

pdpNdp Ndz = (e, (e, X €;))dx Ndy Ndz = dx ANdy A dz.

13



Para calcular, por exemplo,
A¢ = div(grad ¢)

em coordenadas cilindricas, notamos que

a¢ a¢ a¢

aqﬁpdgp/\dz+@—d /\dp+8¢pdp/\dgp,
op op p 0z
pelo que
1
Nppdp Ndp Ndz =d %pdgo/\dz—l—@fdz/\dp—l-aqudp/\d@
ap dp p 0z
o ( dp\ 10% 9
== (p=— - — dp Ndp Nd
<<9p(pap>+paso TPz ) PPN
ou seja:
10 0¢ 1 0% 0%¢
A
= p0p( 3p>+ R R

Exemplo 5.2 Recorde-se que as coordenadas esféricas em R® correspondem a transformacio
de coordenadas g : RT x 10, [ x |0, 2n[ — R3 dada por

g(r,0,¢) = (rsenf cosp,rsenfsenp,rcosh).

A matriz da métrica vem
1 0 0

G=10 r2 0

0 0 r2sen?f

Jg O0g 0
e portanto { 8g 8§ 8g } € uma base ortogonal associada as formas {dr, r2df, r? sen? 9dgo}. A
2
respectiva base ortonormal satisfaz
0
e, = ag drwegxe<p~r sen 0 df A dp;
r
10
ey = ;£ ~rdf ~ e, xe.~rsenlddpAdr;
1 Jg
e, = rsond 9p ~rsenfdp ~e. X ey~ rdrAdf.

Temos ainda
risenfdr Adf Adp = (e, - (eg x e,))dr Ady Adz = dz A dy A dz.

Para calcular, por exemplo,
A¢ = div(grad ¢)
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em coordenadas esféricas, notamos que

3¢ 99 9¢

grad ¢ ~ d¢ = d +%d9+8gpd(‘0
¢ o 9¢ 9¢
o " sen df A dp + 20 sen&dgo/\dr—%a@ sened r A db,
pelo que
o¢ 9¢ o9
2 _ (9P o oe hhd
Nor S€Il€d7“/\d€/\dcp—d<a r sen@d@/\dcp—l—ag sen@dgo/\dr%—a@ sen9d r A df
B 5 O ¢ 1 0%
_<Sen98r (7’ 8r)+89<sen989>+sen98¢2 dr Adf A dp,

ou seja:

10 (400 1 9 o IR
£é= r2 Or (T 8r> T 2send 90 (sen@ 96 ) " 7 senZ g dp?’
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