Analise Matematica IV
1° Teste - 28 de Outubro de 2006
LEBM + LEC + LEFT + LEGM + LMAC

Resolucao

a) f(reie) — rri;: — e—r—iﬂ.

b) Como f, = —e " ? e fg = —ie "% vem f, = —Lfy & —e ¥ =
—Lem % & r =1. Ou seja, a funcdo f satisfaz a equagao de Cauchy-
Riemann sobre r = 1. Por outro lado, como a funcao f tem derivadas
parciais continuas é diferencidvel (em todo o seu dominio) como fungao
de R? \ {(0,0)} em R? . Conclui-se que a fungio complexa f ¢ diferen-

cidvel em {2z € C : |,§| = 1}. Neste conjunto, f' = e f, = —e~le 2,
ou seja, f'(z) = —%5 para |z| = 1.
c) Seja o : [—m,m] — C, definida por a(f) = we?. Por definicio,

™

f|z\:7r f(z)dz = [T f(a(0))/(0)dO = [T Tezime’ df = 2ne~™i. Em

alternativa, f|z|:7r f(z)dz = f‘ @dz =me " f|z|:7r ldz = 2% ™.
d)

z|l=m

1 Jre_l

Os planos z e f(z).
A circunferéncia no plano f(z) é percorrida
no sentido dos ponteiros do reldgio.

e) O contradominio de f é {z € C:0 < |z| < 1}. De facto, f transforma
circunferéncias de raio r em circunferéncias deraioe ™, er >0 0 <
e " < 1.

a) Pela Férmula Integral de Cauchy,
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b) Pelo Teorema Fundamental do Célculo, o integral das duas primeiras
parcelas é zero porque essas parcelas sao as derivadas das funcoes m
e ﬁ, holomorfas em C \ {—3} e C\ {—2}, respectivamente. Pelo
Teorema de Cauchy, o integral das trés ultimas parcelas é zero porque
essas parcelas sao fungoes inteiras. Logo, o resultado pretendido é igual
ao integral da terceira parcela, que (por calculo directo, ou pela Férmula

Integral de Cauchy) vale —27i.

I
Mo

Os planos z e z 4+ 1.

1 a1
Os planos = ¢ A1

Resposta: {z € C:[z— 3| <3,]z+ % >1

e e%z<0}.

f'(z2) g(x)+(z—a)g'(z) 1 N 9'(2)

f) - G-agl)  z-a g(k)

Sendo ¢ inteira, ¢’ é inteira e, como por hipdtese g nunca se anula, ¢'/g é
f'(2)
) f(2)
gz —
Cauchy v 9(2) dz = 0.

inteira. Assim, f7 dz = f7 —L_dz = 2min(y,a), porque pelo Teorema de

zZ2—a




