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INSTITUTOD

SUPERIOR Analise Matematica IV
1° Semestre 2006/2007
2° Teste

Cursos: LEEC e LEIC
16 de Dezembro de 2006, 13h
Duracao do Teste: 1h30m
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

1. Considere a seguinte equacdo diferencial
d
ycost + (2y + sen t)d—i =0 (1)

Determine a solugdo da equagdo que verifica y(m) = 1 e justifique que essa é a Unica solugdo.
Resolucao:

Dado que a equagdo n3o € linear nem separvel, considere-se
M(t,y) =ycost e N(t,y) =2y +sent

As funcdes M e N s3o continuamente diferencidveis em R? e verificam:
oM  ON
oy Ot
pelo que se trata de uma equacdo exacta. Em consequéncia, existe ® : R? — R continuamente
diferenciavel tal que a equagdo (1) é equivalente a:
0P  0ddy
ot Oydt
Assim, y é solugdo da equagdo (1) se e sé se ®(t,y) = ¢, para alguma constante ¢ € R. Dito

de outra forma, ®(t,y) = c define implicitamente a solu¢do geral da equagdo diferencial (1),
com & verificando V& = (M, N). Assim:
0P

E:yCOSt = <I>(t,y):/ycostdt:ysent+c(y)

0 (2)

Por outro lado 90
B0 =2 +sent = c(y)=9y>+C
Yy

o que implica
d(t,y) =ysent+y>*+C , CcR

e a solugdo geral da equagdo é dada (implicitamente) por:
ysent+y> =k , keR (3)

Dado que y(m) = 1, resulta que (3) é solugdo do PVI se e sé se k = 1. Por outro lado,
%—];[(W,O) = N(m,1) =2 # 0, pelo que o teorema da fun¢do implicita garante a existéncia de
uma tnica funcdo que verifica ysent + y? = 1 numa vizinhanca de to = 7. Pelo que vimos

acima, podemos concluir que a solugdo do PVI € (nica numa vizinhanga de .



(2val.) 2. Considere a matriz

-2 0 0
A= 0o -2 3
0o 0 =2

(a) Determine a matriz e“?.

(b) Resolva o problema de valor inicial
X=AX+B@{t) , X(0)=(1,1,-1)
em que B(t) = (0,1,e~2).

Resolucao:

(a) Observe-se que a matriz A é diagonal por blocos, isto é

A 0 -2 3
A:[O Ag] com Alz[—Q] 6A2:|: }

tendo-se entdo que
At eAlt 0
© = 0 et

Por um lado, é dbvio que A1t — [ e 2t ] Por outro lado, considerando

10 0 3
Ag_—212+N_—2[0 1]+[0 0]

e atendendo a que IsN = N1y e NP = (0 para qualquer p > 1, temos que:

—2t —2t -2t
A —92I5+N —9t]. N € 0 € 3te _ 1 3t
et2:6t(22+)262t26t :|: 0 th:|(IQ+Nt):|: 0 €2t:|:62t|:0 .
Podemos entdo concluir que:
1 0 0
eM=e2|0 1 3t
0 0 1

(b) Pela férmula da variagdo das constantes, a solugdo do problema de valor inicial serd dada
por

X(t) = eMX(0)+ At /teAsB(s)ds

0
10 0 1 1 0 0 ’ 10 0 0
= e 2|0 1 3t -1 | 4+e?]0 1 3t /e% 0 1 —3s 1 |ds
00 1 -1 0 0 1 0 00 1 e 28
6—2t 2
= — | e —-3t2—6t—2
2 2 — 2



(2 val.) 3. Considere o problema de valor inicial
y' =4y =26t -1) , y(0)=-y(0)=1
em que §(t — 1) é a distribuicdo delta de Dirac centrada em 1.

(a) Determine a Transformada de Laplace da solugdo do problema..

(b) Calcule a solugdo do problema.

Resolucao:

(a) Aplicando a Transformada de Laplace a ambos os membros da equagdo, obtemos

L{y" — 4y }(s) = L{20(t = 1)}(s)

Atendendo as propriedades da Transformada de Laplace (linearidade e Transformada de Laplace
da derivada), as condigdes iniciais e ao facto de

L126(t — 1)}(s) = 2~

tem-se que
(s —45)L(y)(s) —s +5 = 2"
pelo que
2e% s—9
Ey)(s) = s(s—4) + s(s—4)

(b) Para determinar a solugdo do problema de valor inicial, iremos determinar a fungdo cuja
Transformada de Laplace é dada pela fungdo que determindmos na alinea (a). Temos que:

s=5  1(5 1
s(s—4)  4\s s—4

(5L{1}(s) — L {e4t} (s))

= c{36-} )

2e~° e’ 1 . 1
s(s—4) 2 s s—4
678

= S (L) + L{M} ()

| =

Por outro lado:

- e;sﬁ {—1 + e4t} (s)

- %L {H(t ~1) (—1 + e4<t*1>)} (s)

Temos entdo que a solucdo do problema de valor inicial é dada por:

y(t) = i(5 — et + %H(t -1) (—1 + 64(*1))
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4. Recorrendo ao método de separacao de varidveis, determine a solu¢do do seguinte problema

de valores na fronteira e iniciais

%—(sent)%zo, re€l0, 5[ , t>0

u(t,0) = u(t,5) =0, t>0
u(0,z) = —sen (2x) + 10sen (6x), r €]0, 5[

Resolucao:

Considerando u(x,t) = X (z)T'(t) e substituindo na equagdo diferencial, opbtemos
X(x)T'(t) —sent X" (/z)T(t) =0

pelo que
/) X"(x)

sentT(t)  X(x)

Atendendo a que o primeiro membro é uma fung¢do de ¢, e o segundo membro é uma funcado
de x, para que a igualdade se verifique para todos os valores de t e &, ambos os membros tém
que igualar uma constante, Assim

T LX)
sentT(t) X(x)

=X, MeR

Quanto as condicdes de fronteira, dado que

wW0,6)=0 = XOTH =0 <& X(0)=0

T T T

—, 1) = X

visto T'(t) ndo poder ser a fungdo nula. Comegemos por determinar as solugdes ndo nulas do
problema

T(t)=0 « X(Z)=0

{X”—)\X:0 !

X(0) = X(3) =0

O polinédmio caracteristico da equacdo é P(R) = R? — )\, com raizes ++v/\. Temos assim 3
possibilidades:

e Se A =0, araiz é 0 com multiplicidade 2, pelo que a solu¢do geral da equacgao diferencial
é dada por X (z) = A+ Bx. Pelas condi¢des de fronteira conclui-se que a tnica solugdo
do problema com A =0 é a solugad nula.

e Se \ > 0 as raizes sio +1 € R (onde considerdamos A\ = p?), pelo que a solugdo geral
da equagio diferencial é dada por X (z) = Aet* + Be #*. Pelas condi¢des de fronteira
conclui-se que a Unica solucdo do problema com A > 0 é a solucdo nula.

e Se A\ < 0 as raizes sdo +iu (onde considerdmos A = —u?, pelo que a solugdo geral
da equagio diferencial é dada por X (x) = Asen (ux) + Bcos (ux). Pelas condiges de
fronteira conclui-se que B = 0 e y = 2n, para todo o n € N. Assim, A = —4n?, a que
corresponde X (z) = sen (2nx), para qualquer n € N.
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5.

Para A = —4n?, uma soluc3o da equacio
T = —4n%sentT
é dada por
T(t) = e4n2cost
Temos entdo, que para cada n € N, as fun¢les

2
€4n cost

up(x,t) = sen (2nx)

sdo solucdes da equacdo diferencial parcial e verificam as condicGes de fronteira. Por lineari-
dade, quaisquer combinag¢des lineares (finitas) também verificardo a equagdo e as condi¢des de

fronteira. Assim
[o¢]

u(z,t) = Z A e’ eostsen (2nz)

n=1

é (formalmente) solug¢do do problema de valores de fronteira. Atendendo a condi¢3o inicial,
oo
2
—sen (2z) + 10sen (6z) = u(0,x) = Z Ane™ sen (2nz),
n=1

resulta que:
Ap=—et; A3=10e3%; A,=0 VneN\{1,3}.

Assim, a solucdo do problema é:
u(z, t) = — e sen (2nz) + 10 €325t sen (6nz).
Considere fungdo f : [—m, 7] — R, definida por
f(z) =cos(wz) , weR\Z

Determine a série de Fourier de f em [—m, 7] e aproveite o resultado para mostrar que
1 & 2w
—+ —— = meotg(mw
LY = et

Resolucao:

Atendendo a que f é continua em [—m, 7| e f(—7) = f(m) tem-se, pelo Teorema da con-
vergéncia pontual das séries de Fourier,

e}
cos (wz) = % + Z ay,COS NT Vo € [—m,m, (4)
n=1

onde os coeficientes da série anterior s3o dados por:

2/” (wa) dz = = sen (wr)
an = — COS (WX Tr = — Sen (wm
0 0 wT

™



Substituindo os coeficientes

cos (wx)

2 K
— / cos (wx)cos (nx) dx
T Jo

2 (™1
— / = (cos (wz + nx) + cos (wx — m:)) dx
0o 2

™

1 (sen(wm + nm) L sen (wm —nm)
us w+n w—n

1 <sen (wm)cos (nm)  sen (wm)cos (n7r)>
- +
T w+n w—n

sen(um)cosmr( 1 1 )
_l’_

w+n w-—n

—_n2

da série na equagdo (4), obtém-se:

sen (wT) <= sen (wm) 2w (—1)"
= — cos
wT +Z1 s w? —n? (nz)

3

Fazendo x = 7 na igualdade anterior, obtém-se

cos (wm) = sen (wr) (l + Z Mcos (mr)) ,

wTm w

Atendendo a que (—1)"cos (nm) = (—1)?" = 1, resulta entdo que:

1 2w
Wcotg(mu) = ; + Z m
n=1



