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1) Considere o seguinte problema de valor inicial
2x 4dx dy
——4—-|—4+2)—==0 1) = -5.
, < il ) - ;w1

Verifique que a equagdo admite um factor de integracdo da forma u(y), determine-o e
resolva o problema, obtendo uma expressao explicita para a solucio.

Resolucao:

A equacgdo admite um factor integrante da forma u(y) se

M(y)<2j—4> —u(y)(i%r?)@—o

Y Y dr
for uma equacio exacta, isto &, se
0 < 2x 0 4z ;o\ 2T 2z 4
-y **4):**(,“19 f+2> < py)(——4)—wy)— =—ny)-
5, (O =) = 5 (nw) (7 +2) W) —4) = v) g = ~nl)
pelo que

!/

w 1

—=- & uly =y

K Y
Confirma-se a existéncia do factor integrante u(y). Sendo

dy
i
uma equacdo exacta, existe ® : R> — R, tal que V® = (2 — 4y, —4x — 2y) e as curvas
de nivel de ®(z,y) definem implicitamente a solu¢do geral da equagdo diferencial. Para
calcular @, tem-se por um lado

P
%:23:—41/ & b=z —dry+C(y)

2 — 4y — (4 + 2y) 0

e por outro lado

0P
8—:—4m—2y & —dx4+C(y)=-4r-2y & Cly)=-y*+C, CeR
Y
pelo que ®(z,y) = 22 — 4xy — y? + C, e a solugio geral da equacdo é definida por
2 —day —y? = K , KelR
Pela condi¢do inicial, y(1) = —5, conclui-se que K = —4, pelo que

? — Aoy —y? = —4

define implicitamente a solucdo do PVI. Resolvendo em ordem a y, obtemos a expressdo

explicita pedida
y(x) = —2x — /52 + 4.
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2) Considere a matriz

NoI=
—_ I

[\

—_

At

(a) Determine e,

(b) Resolva o problema de valor inicial

x' =Ax+b(t) , x(0)=(1,-1)T e bt)=(0,*T

Resolucao:

(a) Comegamos por determinar os valores préprios da matriz A. Eles sdo os zeros do

polinémio caracteristico, dados por det(A — AI) = 0, donde:

det(A—X)=0 & (3-XN1-N)+1=0
S N4 +4=0
& (A=-2)72=0.

Conclui-se portanto que A tem um dnico valor préprio, A = 2, com multiplici-
dade algébrica 2. Determinamos agora os vectores préprios associados a este valor
préprio:

(A=—X)v=0 & (A-2I)v=0

el

donde naturalmente se obtém duas equagbes dependentes e uma Unica relacio
v1 = 2v9, concluindo-se portanto que os vectores préprios associados ao valor
préprio A = 2 s3o todos os vectores (ndo nulos) da forma

[”l]za[ﬂ com aeR\ {0},

Como o nimero de vectores préprios linearmente independentes desta familia é
apenas um, conclui-se que a multiplicidade geométrica do valor préprio A = 2 (a
dimens&o do seu espago préprio) é um, sendo portanto inferior a sua multiplicidade
algébrica. A matriz A n3o é por isso diagonalizdvel e a sua forma candnica de

Jordan é 5 1

[0
obtida de A através da mudanca de base A = SJS~!. A matriz de mudanca de
base 2wy

=1 ]

tem na primeira coluna um dos vectores préprios ja determinados, associado ao
Unico valor préprio, e na segunda coluna um vector préprio generalizado w a ser

obtido pela resolucdo do sistema
_ -2 w1 . 2
(A—)\I)W—V<:>|: _1][102}—[1].

N[ =

2



De novo se obtém duas equacgdes dependentes e uma tnica relagdo w; = 2 + 2ws,
donde se pode escolher wy =0 e w; = 2 e entdo

SR O
Finalmente, sabemos que et = Se/tS—1 com e/t dada por
g [ o2t o2t ]
0 2 |
pelo que

A _ 2 2 et et 0 1 1 [ @+tpe* —2te*
Tlr oo e L 1] (1)

Este problema de valor inicial, ndo homogéneo, resolve-se com recurso a férmula
da variac3o das constantes, para sistemas de coeficientes constantes:

t
x(t) = eAlt=t)xy + eAt/ e % b(s) ds.
to

De acordo com o enunciado tg = 0 e, para além da exponencial matricial ja cal-
culada na alinea anterior, tudo o resto é dado. Tudo se resume, portanto, a subs-
tituicdo na férmula anterior e ao cdlculo explicito da solugdo. Comecamos pela
integracao:

t t 1— —2s 9 —2s
[rowon - [0 ][ 2]
0 0 = (1+s)e™=* e
t 2
_ /[ 28 }d(s:[ ttQ].
0 ]."‘S t+7

A segunda parcela da soma, na férmula da variagdo das constantes (correspondente
a solugdo particular do sistema ndo homogéneo), fica assim:

t 1 t 2t —9t 2t tQ
eAt/ e_ASb(s) ds = [ ( Zzt)e N N ] [ 2 ]

—t262t
== 2 .
ar ey

A primeira parcela da soma, correspondente a solugao homogénea, é

At {(1+t)e2t —2te?t } [ 1 }:[ (1+ 3t)e }

e Xg= % (1 _ t)eZt _1 (_1 _|_ %)e2t

Somando as duas parcelas obtemos a solu¢3o final:

1+&—ﬁ]
5t 2
“l+t5 -3

X@zgﬂ



(2 val.) 3) Considere a seguinte equagdo linear de 3% ordem

()

(b)

y" =y + 4y — 4y = h(2). (1)

Determine a solucdo geral da equagdao homogénea associada.
(Sugestdo: e’ é uma soluc3o).

Determine a solu¢do do problema de valor inicial dado por (1) com h(t) = 10€’ e
verificando y(0) = ¢/(0) = 4" (0) = 0.

Resolucao:

()

Em termos do operador de derivagio D = %, a equacdo de terceira ordem ho-
mogéna, correspondente a que é dada, pode ser escrita como

(D3 — D? +4D — 4)y = 0.

A sugestdo, de que e’ é uma das solucdes da equacio homogénea, significa que \ =
1 é uma das trés raizes do correspondente polinémio caracteristico A3 — A2 +4\ —4,
pelo que dividindo-o por A — 1, se pode ent3o obter a factorizacio

(D —1)(D*+4)y = 0.

Conclui-se finalmente que as trés raizes do polinémio caracteristico sdo entdo A = 1,
dada na sugestdo, e A = +2i. Sabendo que o conjunto das solu¢Ges da equacgdo
homogénea é um espaco vectorial de dimens3o trés, podemos obté-lo com recurso
a uma base de trés solucdes linearmente independentes, associadas as trés raizes.
S3o0 elas e!, cos (2t) e sen (2t), estas duas dltimas sendo as partes real e imagindria
das correspondentes exponenciais complexas associadas as duas raizes imagindarias
puras, conjugadas. Por combinac¢ado linear arbitraria obtém-se assim a solucdo geral
(real) da correspondente equagdo homogénea:

y(t) = c1e’ + cacos (2t) + c3sen (2t), c1,62,c3 € R,

Sabemos que a solucdo geral da equagdo n3o homogénea é dada somando a uma
solucdo particular todas as solu¢des da homogénea correspondente:

y(t) = yp(t) + yn(t),

sendo que a parte homogénea j4 foi obtida na alinea anterior. Quanto a uma soluc3o
particular, vamos determina-la pelo método dos polindmios aniquiladores e dos coe-
ficientes indeterminados, visto o termo n3o homogéneo 10¢e! ser solucio da equacio
(D—1)y = 0. Pelo que aplicando o operador (D —1) aos dois lados da equagdo n3o
homogénea dada, aniquilamos o termo ndo homogéneo e transformamo-la numa
nova equa¢do homogénea com um conjunto maior de solugdes:

(D —1)*(D* +4)y =0.
As solucdes desta nova equacdo homogéna sdo da forma

cre’ + cacos (2t) + cgsen (2t) + ate’.
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4)

()

sendo que a ultima fungcdo nesta combinacg3o linear, tet, resulta da multiplicidade
algébrica igual a dois da raiz A = 1. As trés primeiras parcelas correspondem a
solucao geral da equagdo homogénea original, pelo que é o coeficiente o deste
novo termo que é necessario determinar especificamente para se obter a solucdo
particular do problema ndo homogéneo dado.

Assim, fazemos y,(t) = ate’ e temos

y — y;)' + 4y;) -4y, = 10¢" <
a3+ t)et —a(2+t)e' +4a(l+t)e' —4date! = 10e' &
3a —2a+4a = 10,

donde finalmente se obtém o = 2.
A solugdo do geral do problema ndo homogéneo é entdo dada por

y(t) = yn(t) + 2te! = cre’ + cocos (2t) + czsen (2t) + 2tel,
com constantes reais ¢, ¢o, c3, que agora determinamos de modo a satisfazer as
condicdes iniciais especificadas. Assim
y(0) =0 & c1+ec2=0
y(0)=0 & c1+2c3+2=0
y'(0)=0 & c1—4ea+4=0.

Resolvendo este sistema algébrico simples de trés equagdes e trés incégnitas, chega-
seacy =—4/5, ¢ =4/5e c3 =—3/5, pelo que a (dnica) solugdo do pvi é

4 4 3
y(t) = —5et + 5 €os (2t) — 5 sen (2t) + 2te’.

Determine a série de Fourier de senos da fun¢do f(x) = 2x + 1, para z € [0,2].

Utilizando o método de separacdo de varidveis, determine uma solucdo da equagao

2
Ou a2 a2 >0

que satisfaz as condi¢des de fronteira u(0,t) = u(2,t) = 0, parat > 0, e a condigdo
inicial
u(z,0) =2z +1 , x € 10,2].

Resolucao:

A série de senos de f em [0,2], é da forma

obtida por prolongamento impar de f para o intervalo [—2,0], pelo que se tém as
férmulas dos coeficientes

2 2
b, = /(2x+1)senm

2 Jo
2 2 4 [

= ——(2x+1)cos@‘ +/ cos =L gy
nw 2 lo nm )y 2
2

= —(1-=5-1"
= (1-5(-1)")



Entao

© 5 I 0 se =0
Ssen | — (1 =5(-1)")sen——=<¢ 2x+1 se 0<x<2
n7r 2
n=1 0 se r=2

Por separacdo de varidveis, vamos procurar solu¢des nao nulas da equagao diferen-
cial parcial e condi¢cdes de fronteira, da forma wu(t,x) = T(¢)X(x). Substituindo
na equacao

" /

X
X'T—XT=(t+D)XT & F=01+t)5+1

Para que a igualdade seja vélida para todos = €]0,2[ e t > 0,

X// Tl
— = 1+t)—=+1=X AeR
% e (+)T+ , €

Por outro lado, as condicées de fronteira implicam

wWt,0)=0 = TEHX0)=0 = X(0)=0

wWt,2)=0 = TEHX(2)=0 = X(2)=0

visto T'(t) ndo poder ser a fungdo nula. Comecemos por determinar as solugdes

ndo nulas de
—AX =0 , X(0)=X(2)=0.
As razes do polinémio caracteristico s3o ++v/\, pelo que podem ocorrer trés casos
distintos:
- Se A =0, X(z) = axr + b e as condi¢cdes de fronteira implicam a = b = 0,
pelo que a solugdo é X (x) = 0.
- Se A >0, A= 2 X(z) = ae’” +be " e as condices de fronteira implicam
a=b=0, pelo que a solugdo é X (z) =0.
-Se A <0, A= —p? X(z) = asen (ur) + bcos (ux). Por um lado X (0) =
0 implica b = 0 e X(z) = asen(ux). Por outro lado X (2) = 0 implica
asen (2p1) = 0 e para que a solugdo ndo seja nula teremos = nw/2 e X(x) =
sen ("5%), n € N.

Para cada n podemos obter a funcio T pela equacido separavel

T —4—n’r? —4 — n?r? —4=n?r?
= &loglT = —————log(t+1)+C & T(t) = k(t+1
T~ Gt D) og og(t+1)+ (t) = k(t+1)" =

Para cada n € N, a funcio

Un(t, ) = ap(t+1) " 4 sen(%)

é solucdo da EDP e das condicdes de fronteira, pelo que também a funcdo

nmwx

s —4-n272
z) = z:lan(t +1)7 i sen ()
n=



o serd. Finalmente, pela condig3do inicial

u(0,2) =2xr+1 = 2x+1—Zansen n72r:c)

n=1
pelo que, utilizando a alinea (a), se conclui que para todo n € N

o = (1= 5(-1)")

e como tal
oo
D - T DO IO ) e sen($)

nm
n=1

é a solucdo pedida.
(1,5 val.) 5) Considere o problema de valor inicial

1dy

= 22 0)=1
T = , y(0)

(a) Resolva o problema e indique o intervalo maximo de existéncia de solugdo.

(b) Mostre que a solugdo do problema de valor inicial

d
d—‘?; = 2tlog (t + e) y? + =" (W) , y(0) =1

existe, € dnica e existe um 0 < 7" <1 tal que lim y(t) = +o0.
t—T—

Resolucao:

(a) A equacio diferencial é separdvel pelo que temos:

dy 1 t2
— = tdt <— _ = .
/2y2 / w2 t¢

Impondo a condicdo inicial, obtemos, com y =1et =0,

1 0 1
—5—54‘0 = C__§7

pelo que a solucdo é dada por

Assim, o intervalo maximo de existéncia desta solugdo é ¢t €] — 1, 1].

(b) Seja f(t,y) = 2tlog (t + e) y*> + ") Como f(t,y) é de classe C'*° na regio
(t,y) €] — e, +00[xR, o teorema de Picard garante que existe uma tnica solu¢do
local do problema de valor inicial

{dy = 2tlog (t + €) y? + ese" (ty) = f(t,y) )

y(0) = 1.



Assim, esta solu¢do u(t) (a qual ndo nos interessa explicitar) estd definida num in-
tervalo da forma ]a, b[, com a < 0 < b. Pelo teorema de prolongamento de solugdes
a intervalos maximos, seja 1" o valor maximo que b pode tomar por prolongamento
da solugdo u(t). Pretendemos mostrar que 0 < 7' < 1 e que tligr} u(t) = +oo.

Pela alinea anterior, a funcio ﬁ é a solucdo do PVI % = 2ty2, y(0) = 1. Por

outro lado, para qualquer t > 0 e qualquer y real, temos as seguintes desigualdades
2ty? < 2tlog (t + ) y* < 2tlog (t + e) y® + 5" W) = f(¢,v).

Assim, a solugdo u(t) do PVI (2) verifica

1

1
Como lim —— = 400, isto implica que 7" €]0, 1] e que lim wu(t) = +oo.
t—1—-1—1¢ t—T—



