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(3 val.) 1. Considere a fungio u : R? — R definida por:
u(z,y) = Py* —22° + 36z , FER

(a) Determine os valores de 3 para os quais a fungdo u é harménica em R2.

(b) Para 8 = 2, determine a fungdo v : R? — R, tal que f = u + iv é inteira e verifica

f(0) =1i.
f(2)
7{(2— 1)2dz

(c) Calcule o valor do integral
em que y={z € C : |z— 1| =1} é percorrida uma vez no sentido directo.

Resolucao:

(a) Dado que a fungdo u é um polinémio, u € C%(R). Por outro lado

ou ou
v _ Y =9
pelo que
0%u 0?u
— =—4 — =2
Ox? T Oy? p
Conclui-se que
0?u  *u
—t — = —4+20= =2
8x2+8y2 0 < +26=0 & @
(b) Sendo fu + ov inteira, verificam-se as condi¢Ges de Cauchy-Riemann em todos os pontos.
Assim
Qu_0v )—/(—4 +6)dy + Cx) = —day + 6y + C(x)
9z~ 9y v(z,y) = x Y x) = —4xy + 6y x
Por outro lado
ou ov
— = dy = —(—4 ! =C
= = Ww=—(wiC@) = CE)

Tendo-se entdo que
v(z,y) =—4day+6y+C , CeR



Visto f(0) = i teremos u(0,0) = 0 (o que se verifica) e v(0,0) = 1, o que implica C' =1, e
finalmente
v(z,y) = —4zy + 6y + 1

(c) Pela alinea anterior f é inteira, e é dvio que 1 €inty. Entdo por a+licagdo da férmula
intefral de Cauchy

ﬁ (zf_(zl)ydz =2mif'(1) = 27ri<%(1, 0) + i%(l’o)) — Ami

(2val.) 2. Calcule o valor do integral

z
————d
7{ (z — m)sen?z ®

considerando v = {z € C : |z — 1| + |z| = 2}, percorrida uma vez no sentido positivo.
Resolucao:

Sendo f(z) = m f é holomorfa em C\ {(z —7)sen2z = 0} pelo que as singularidades

de f sdo km, k € Z. Por outro lado
|kr — 1|+ |kr| <2 & k=0

e pelo Teorema dos Residuos

2
F gr=2nmi
é(z—w)sen?z z = 2miRes (f,0)

Para classificar a singularidade,
1
lim,_ozf(z) = ——

concluindo-se que 0 é um polo simples e que Res (f,0) = —%. Ent3do

PR S
(2 —m)sen?z

(2val.) 3. Utilize o Teorema dos residuos para determinar o valor
*° cosw

[,
oo T4+ 9

Considere-se a fungdo complexa de varidvel complexa

Resolucao:

eZZ

T 2249

F(z)
e para R > 0 suficientemente grande (R > 3), a curva
Cr=IrUSp={2=x€]—R,R}U{z=Re?, 0¢€)0,n]}
A fungdo F é analitica em C\ {—3i,3i} e é dbvio que 3i €intCr e —3i €intCr. Visto
-3

e

lim,_3i(z — 3i)F(z) = 0



conclui-se que 3i é um polo simples e que Res (F, 3i) = g Por aplicacdo do teorema dos

6
residuos obtem-se
F6_3

/CRF(z)dz— 3

Por outro lado, e atendendo a que Cr = Ir U Sg

e 3

/ F(z)dz + F(z)dz = ,
In Sk 3

e pela definicdo de Iy

R -3
/ F(z)dx + F(z)dz = e ,
R Sk 3

Fazendo R convergir para +o0

/oo Fe)de + IimR_,oo/ Flo)de ="

o Sk 3

A fungdo f(z) = é analitica no conjunto {z : Imz > 0} \ {3i}, e para 2| = R

1
2249
1 1 1
< e
210l SR =0 T B9

[f(2)l = = M(R)

tendo-se obviamente que M (R) — 0 quando R — oo. Estamos entdo nas condi¢des do Lema
de Jordan, e como tal podemos concluir que

lim g oo f(2)e® dz = lim Rqoo/ F(2)dz=0
SR SR

pelo que

0o -3
/ F(z)dxr = 7r63

Finalmente, para x € R, €* = cosx + isen = e como tal

/°° cos T e 3  qme 3

(2val.) 4. (a) Obtenha o desenvolvimento em série de Laurent em torno de zp = 0 da fung¢do de varidvel

complexa definida por
1

22 472’

% 20el/% dz
|z|=2

onde a curva é percorrida uma vez no sentido directo.

f(z)

valido na regido |z| > .
(b) Calcule

Resolucao:



us

<1

(a) Visto a regido de convergéncia ser |z| > 7, o que é equivalente a

2n

1 n 2n n
fz) = 2+ 22( ) 2 Z - Z Z2n+2

n=0

(b) A funcgdo
f(z) = el

é analitica em C \ {0}. Dado que, para |z| > 0,

o

= 1 1
_ 6 —
?) =z nz_% nlzn Z nlzn—6

conclui-se que 0 é uma singularidade essencial e que Res (f,0) = % Por aplicacdo do Teorema

dos Residuos (e dado que |0| < 2),
2= - a3

(L val.) 5. Seja F uma fung3o inteira tal que

fe)=F(1)

z—1
tem um polo. Mostre que F' é um polinémio.,
Resolucao:

Dado que F' é uma funcdo inteira e a fungdo ﬁ tem uma singularidade em 1, concluimos
que f é analitica em C\ {1}. Po F ser inteira, tem-se que para todo w € C

o
= g apw”
n=0

o que implica que para |z — 1| > 0, se tem

f(z)=F ( ) Zanz—l =ap+ @y % W

z—1 z2—1 (2—-1)2  (2—1)3

Como é dado que 1 é polo de F, existe p > 0 tal que
ap#0 e a,=0 Vk>p

caso contrdrio 1 seria uma singularidade essencial. Tem-se entdo que

P
F(w) = Zanwn =ap+ aiw + a2w2 + ..+ apwp
n=0

concluindo-se que F' é um polinémio.



