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(2 val.) 1) Seja o : R — R uma fungdo de classe C?, e considere u, : R> — R dada por:

2

uo(z,y) = 2* — y* — a(z)y.

a) Determine a forma geral da fun¢do « por forma que u, seja uma fungdo harménica.

b) Determine uma fung¢do harménica conjugada de u(z,y) = 22 — 3> — 3zy.

Resolucao:

(a) Dado que por hipétese u, é de classe C?, podemos concluir que u,, é de classe C? em
R? e como tal para que seja harménica basta verificar em que casos se tem Au, = 0 para
todo (z,y) € R2. Assim,

2
881? =2 —d(@y a(‘);L; =2-a(z)y
) 0 0?
Uy Ugy
— = 2y — -2
9y y—a(z) 2
pelo que

2 2
0“Uy n 0“uq
0x? Oy?

para a e b constantes reais arbitrarias. Podemos ent3o concluir que u, é harménica em R?

se e s6 se a(x) =ax +b, a,b € R.

=0 & Jdx)=0 & a@)=ax+b

(b) Por defini¢do, u e a sua harménica conjugada verificam as equagdes de Cauchy-Riemann.

Como tal
ou 0 3y?
£:£ = v(a:,y):/(2:c—3y)dy:2a:y—g—i-C'(x)
) 0 0 2
U v 3z
— = 2 "(z) =2 ==
2y Y y+C'(x)=2y+32z = C(v) 5 +C
Conclui-se ) )
v(m.y):2xy—3%+3%+0 , CeR
(2 val.) 2) Considere a fungdo de varidvel complexa definida por:
z
f(z) =

22 -1



(1.5 val.)

a) Determine o desenvolvimento em série de Laurent de f, vélido na regido |z — 1| > R,
indicando o valor de R.

b) Utilize a alinea anterior para determinar
]éf(z) dz, v = {z € C: |2 = 2006},
~

onde a curva y é percorrida uma vez em sentido directo.

Resolucao:

(a) A fungdo f é analiticaem C\{—1, 1}, pelo que admitira duas séries de Laurent em torno
de zp = 1: uma convergente em 0 < |z — 1| < 2 e outra convergente em |z — 1| > 2 Vamos
entdo obter, como pedido, o desenvolvimento de Laurent convergente em |z — 1| > 2, ou
seja, convergente em ﬁ < 1. Fazendo w =z —1

z - w+1l 1 1
(z—1)(z+1) w(w+2)_< +w)w(1+i)

I 1\ (-1)"2"
- <w+w2>nz% wn

2 (et & (—)nen
; (i — )1)n+1 T Z (i — )1)n+2

(b) Atendendo a que a curva 7y pertence a regido de convergéncia da série determinada na
alinea anterior, tem-se que

f F(2) dz, = 2mia_y = 2mi(1+ 0) = 2ri
’

3) Determine o valor do integral

1 sen(7z2)
3
S+ ") d
%C<ZCOSZ+Z2(Z_1)> 2,

em que C = {z € C: |2| = 1}, é percorrida uma vez em sentido directo.
Resolucao:

Definindo-se ] ]
filz) ==z cos; e faz )fz cos;

j{c(z‘gcosi se(nz_l ) dz—]{ fi(z dz—l—% fa(z

A fung3o f; é analitica em C\ {0}, e é fécil de verificar que 0 €int~y. Pelo desenvolvimento
em série de Laurent em torno de zg = 0

1 1 1 5 2z
W =21t s t) = st gt

2

tem-se que



(2 val.)

4)

conclui-se que a singularidade é essencial e Res (f1,0) = %. Assim

)

jécfl(z) dz = D

A funcdo fo é analitica em C\ {0,1}, e é facil de verificar que 0 €inty e que 1 €int~.
Dado que
lim,_02f2(2) = —m

conclui-se que a singularidade 0 é um polo simples e Res (f2,0) = —7. Assim

7{ fi(z)dz = —2n%
C

Finalmente
Calcule o integral

através do teorema dos residuos.
Resolucao:
Considere-se a funcdo complexa A
e’lZ
FG) =

e para R € RT suficientemente grande, a curva
Cr=IrUSr={2z=x¢€]-R,R[}U{z=Re", t€l0,n[}

A fungdo F ¢ analitica em C \ {—2i,2i}, e é facil de verificar que 2i €intCgr e que
—2¢ €int Cr. Dado que

6_2

lim._9;(z —20)F(z) = —
z 22( ) ( ) 4i

conclui-se que a singularidade 2i é um polo simples e Res (F, 2i) = %. Assim, por aplicagdo
do Teorema dos residuos, tem-se que

e 2r

ﬁRF(z)dz— 5

Por outro lado

6727'('

5 :jiRF(z)dz:/IRF(z)dqu/SRF(z)dz:/_ZF(:E)dIJr/SRF(z)dz

Fazendo R — oo obtem-se

e 2 o _
5 = F(x)dz 4 1lim poo F(z)dz

—00 SR



Atendendo a que a fungdo o

é analitica em {z : Imz > 0} \ {2}, e para |z]| = R — >

el <@
224417 R2 -4

— 0
o Lema de Jordan permite concluir que
lim Rqoo/ F(z)dz=0
Sr

Tem-se entdo que

e -2
/ F(:U)dfvze27r

o que implica

> cosw o e 2
" — F —
/ 7.1 dx = Re / (z)dz 5

— 00 — 00

(1 val.) 5) Seja f uma fungdo inteira, isto ¢, analitica em C, verificando |f(z)| > €, com ¢ > 0. Mostre
que f é constante.

Resolucao:
Resolva a sua escolha uma e uma sé das seguintes questoes:
(L5 val.)  6a) Esboge o conjunto T'(A), sendo
(a) A={z€C:1<Rez<2e0<Imz<27r}eT:C — C definida por T'(z) = €*.

(b) A={2€C : |z| =1} e T a transformagio definida por T'(z) = erl.

(1.5val.)  6b) Determine a solugdo do problema de valor inicial

dy+( t = sen 3t
a el T e

, y(0) =0,

indicando o intervalo maximo de existéncia da solucdo.



