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(3 val.) 1) Seja u: R? — R a fungdo dada por u(z,y) = 5 cosy senh x + 6y%x + Ba3.

(a) Determine 3 € R, de modo a que u seja harménica em R2.

(b) Determine uma fungdo v : R? — IR, harménica conjugada de u, de modo a que fun¢do
complexa inteira f(z) = u(z) + iv(z) satisfaga f(0) = —i.
(c) Com a fun¢do f: C — C, obtida na alinea anterior, calcule

%z:zoof(z) (ﬁ T %) dz,

em que a curva de Jordan é percorrida uma vez no sentido positivo.

Resolucao:

(a) Dado que, qualquer que seja § € R, a fungdo u(z,y) tem duas derivadas continuas
em R?, basta verificar para que valores de /3 se verifica Au(x,y) = 0. Assim
ou ou
— = —5cosy coshz + 63> + 332> , — = —5senysenhz + 122y
oz y
o que implica
0%u 0%u
—— = —5H cosy senh 6 , =
87 ysenho +60z 55

Tem-se entdo que

=5 cosysenhy + 12z

0%u N 0%u
0x2 0y
Concluindo-se que se 3 = —2 a fung¢do u é harménica em R2.

= 60x + 12x

(b) Comegamos pornotar que se u =Re f e f € inteira, entdo u tem de ser harmdnica pelo
que teremos que considerar § = —2. Tambem por f ser inteira, as fun¢des u e v t€m
de verificar as condicdes de Cauchy- Riemann em todos os pontos de R2.

? = % = beosycosh 246y —622 =  w(zx,y) = —bsen ycosh z+2y>—622y+C (z)
Y
Por outro lado

ov ou

— = & 5senysenh:r—12xy+C”(a:):—<—5sena:senhy+12:ry)
or Yy

pelo que C(z) = ¢, ¢ € R. Conclui-se que
f(2) = f(z +iy) = 5 cosy senh z + 6y°x — 223 + (5 sen y cosh = + 23 — 622y + ¢)

com c constante real. Finalmente, f(0) = —i implica u(0,0) = 0 (o que se verifica) e
v(0,0) = —1 implica que ¢ = —1.



(c) Por linearidade

j|{z|=2oo f2) <ﬁ " %> = jI{zlzzoo (foi))gdz i 7{=2oo @ 4z,

Atendendo a que f é inteira e que tanto ¢ como 0 pertencem ao interior da curva,
podemos aplicar a ambos os integrais a férmula integral de Cauchy, otendo-se

7|§z|=2oo f(z) <ﬁ + %) dz,= ZWi(%f"(—i) + f(o)>

Por (b) f(0) = —i, e

o? o?
f”@%):E%g@h—1)+i5;g®,—n::—M5%n1—12)

Conclui-se

7{2:100 f(z) <ﬁ + zi?’) dz = —mi(5sen1 — 12) 4+ 27

3
22 -1

(35val)  2) Seja g(z) = (= +1)? sen (i 1) i

(a) Determine e classifique as singularidades de g.

(b) Escreva um desenvolvimento de g(z) em poténcias de (z + 1) valido na regido 0 <
|z + 1| < 1. Qual a maior regido onde este desenvolvimento é vélido?

(c) Sendo h(z) = o 2)(;m Y

7{ A (9(2) + h(2)) dz,
lz+1+5=v2

onde a curva é percorrida uma vez no sentido positivo.

, calcule o integral

Resolucao:

(a) A fung3o g apenas ndo é diferencidvel nos pontos em que nao estd sequer definida, ou
seja, quando os denominadores das frac¢des envolvidas se anulam:

24+1=0 e 22-1=0.

Nos restantes pontos, a funcdo é constituida por somas, produtos, quocientes e uma
composta de funcdes diferencidveis, pelo que é diferencidvel em todos esses pontos.
Resolvendo as duas equacdes elementares obtém-se entdo as singularidades isoladas
z=1ez=-1.

O ponto z =1 é um pdlo simples, pois tem-se

1 3
. T 2 —
o) = iy (217 sen (7) + 575 ) =20




lim(z - 1)g(z) = lim ((z —1)(z +1)? sen (Z i 1> + _

z—1 z—1
3

3(z — 1)>

22 -1

N W

(# 0, 00),

donde até j& se conclui que o residuo de g em z =1 vale Res (g,1) = 3/2.
O ponto z = —1 é uma singularidade essencial de g porque o limite

lim (z+1)g(z) = lim <(Z+1)3 Sen(zi1> +3(z+1)>7

z——1 z——1 Z2 —1

nao existe devido ao termo do seno. Por exemplo, se se considerar a sucessdo z, =
-1+ % que tende para —1, verifica-se facilmente que (z, + 1) g(2,) — o0, enquanto
que a sucessao 2, = —1+%, que também converge para —1, satisfaz (z, +1) g(z,) —
—3/2. N3o podendo portanto haver limite da fun¢do (2 + 1) g(z), quando z — —1, a
singularidade ndo pode ser removivel (caso em que o limite daria necessariamente zero)
ou um pdlo (caso em que o limite seria finito, para um pdlo simples, ou infinito, para
um pélo de ordem superior). Sé pode ser, concluindo, uma singularidade essencial.
Alternativamente, para justificar esta classificacdo da singularidade isolada em z = —1,
poder-se-ia também ja aqui fazer o desenvolvimento em série de Laurent de g, em torno
de z = —1, e imediatamente se verificaria que a parte principal da série correspondente
ao coseno exibe infinitos termos n3o nulos, das poténcias negativas de (z + 1). Mas
isso é precisamente parte da resposta a alinea seguinte, pelo que se podem verificar os
correspondentes detalhes na resposta a (b), j& a seguir.

Com certeza, antes sequer de fazer qualquer cdlculo, o teorema de Laurent garante
logo a partida a convergéncia da correspondente série na maior coroa circular centrada

em z = —1 e contida na regido de analiticidade de g. Ora, uma coroa circular centrada
em z = —1, e de raio interior 0, podera ter raio exterior pelo menos igual a 2, que é
a distancia que separa o ponto z = —1 da singularidade mais préxima em z = 1. Por

outro lado, essa singularidade é um pdlo simples, como se viu na alinea anterior, pelo
que o raio exterior da coroa ndo poderd mesmo ultrapassar 2 e incluir esse ponto: caso
contrdrio, ter-se-ia um ponto em que a série de Laurent convergiria para um valor finito,
mas a funcdo que ela representa tende para infinito nesse ponto. Conclui-se assim que
a maior regido que contém o conjunto indicado {z € C: 0 < |z + 1| < 1}, em que a
série de Laurent ainda converge e representa g é o conjunto {z € C: 0 < |z+ 1| < 2}.
Quanto ao desenvolvimento em série nessa regido, relembre-se que se tem:

[es) _1) .
sen (w) zgﬁuﬂ 1

pelo que

1 =~ (=1)" 1
(z+1)%sen <z+1> = (Z+1)2nz:;] (Z(n +)1)! (z + 1)2nt1

oD 1
B nz:%(Qn—Fl)!(z—i-l)Q”—l’



que converge para todo o z # —1, ou seja, |z + 1| > 0. Quanto ao termo

22 -1
tem-se
3 3
2—-1 (z+1)(z-1)
e a fraccio T pode ser escrita como uma série geométrica
3 3 3 1 = 3 <z+ 1)" = -3 "
z—1 =24(2+1) 2[1—(%)] nz::o 2\ 2 ;::02”“
que converge quando ‘Z—gl‘ <1< |z+1| <2, donde
3 1 < -3 > -3 .
21 Z+1Zzn+1(z+1)”222n+1(z+1)” :
n=0 n=0
Agrupando as duas séries obtém-se, para 0 < |z + 1| < 2,
1 3
_ 2
g(z) = (2+1)°sen <z+1> + R
[o.¢] o
-y 1 -3 »
= 1 n
Z%@n+1ﬂ@+1w%1+2;wwﬁz+)
11 (=) 1
= 1) — —
(z+1) 3uz+m+2;@n+nuz+n%4 *

31 3 3 = -3 "
n=2
[o¢]
-3 5 3 /3 1 1
= —— 4+ D"+ S+ )-S5 ) ——
§2n+2(z+)+8(2’+) 1 <2+3!>(2+1)+

— (-1)" 1
+nz::2 P IS

Daqui se conclui, de novo, que pelo facto da série incluir infintos termos com poténcias
negativas de (z+ 1), a singularidade em —1 é essencial. O residuo nesse ponto é dado
pelo coeficiente do termo (z + 1)~! ou seja

3 1 )
Res(g,—1) = —2 — — = —2.
(c) Acurva |z + 1+ 5| = /2 é uma circunferéncia de raio v/2 centrada em z = —1 — £.

As singularidades da funcdo g ja foram estudadas nas alineas anteriores, s3o os pontos
z=1ez = —1, sendo que, delas, apenas z = —1 se encontra no interior da curva
em questdo. Quanto a funcdo h, ela tem singularidades isoladas nos pontos:

z242=02=-2

2 1=0z2=ik com keZ.



Destas singularidades isoladas, apenas z = —2, z = 0 e z = —1¢ estao dentro da curva
de integracdo. Os residuos da soma g + h obviamente s3o iguais a soma dos residuos
de cada uma das duas funcdes, g e h, em cada ponto. Mas visto que as singularidades
de g e h n3o conicidem, tem-se entdo

Res(g+ h,—1) = Res(g,—1),
Res(g+ h,—2) = Res(h,—2),
Res(g+ h,0) = Res(h,0),
Res(g+ h,—i) = Res(h,—1).
Im
2 j

(=)

[

N
j=e]
@

-2i ¢

Figura 1: Singularidades de g + h

O residuo Res (g, —1) ja foi determinado na alinea anterior e vale —5/3. Quanto aos
restantes, tem-se que z = 0 € uma singularidade removivel de h pois

z 1
li =i = —
lim h(z) = Iy o e =y~ 1
pelo que Res (h,0) = 0. O ponto z = —2 é obviamente um pdlo simples e tem-se
. ) Z -2 2
Res (h,—2) = Zlgg(z +2)h(z) = Zlin_% e B Bl g
Finalmente, o ponto z = —i também é um pdlo simples pois, pela Regra de Cauchy,
verifica-se
. (z49) . 1 1
lim —— = lim ——— = —,
z——i 2™ — 1  o—i2me?™ 27
donde
, . , ) (z+1i)z —i 1—2i
Res (h,—1) = 1 h(z) =1 = = .
es(h, i) = lim (= +i) hiz) = I o e 1y = S 22r — 10n



Conclui-se finalmente, pelo teorema dos residuos, que o integral pedido é igual a

2m’<ReS (g,—1) + Res (h, —2) + Res (h, 0) + Res (, —i)) -

o 5 n 2 n 1—2
=27 | —=
3 1—e4m 107

10 - 4mi +2+i
= ——mi

3 1—er 5

2+, 1 10 n 4dr
=—+4il-——m+—705]).
) 5 3 1—e4r
(2 val.) 3) Seja 7y a fronteira da regido D = {z =re? € C:0<r <R, 0<6<n}, comR>2

1

a qual se atribui a orientag3o positiva. Seja F(z) = m

7{ F(2) dz.

/0 dx .
oo (224 4)2 327

(a) Calcule o integral:

(b) Mostre que:

Resolucao:

(a) As singularidades de F(z) sdo £2i. Dado que 2i € Dr e —2i ¢ Dp, por aplicagdo do
teorema dos residuos

j{F(z) dz = 2miRes (F, 2i)
g

Visto
1

li —20)*F(2) = ——
g (= = 20 F() = — 1
a singularidade é polo de 27 ordem, e como tal

! 1

Res (F,2i) = lim ((z - 22’)2F(z)> = =

z—21

Entao

(b) Comegmos por notar que, por a fungdo integranda ser par

/0 de 1 /00 dx
oo (@2 4)2 2 J_ (22 +4)2
Para calcular este integral, consideramos como é habito, o integral calculado na alinea

(a). Atendendo ao facto de que a curva -y é composta pelo sgemnto

I={2€C: z=x,x€[-RR[}



e pela semicircunferéncia
S={zeC:z=Re, 0el0,n]}

podemos escrever
™

1_6:/IF(z)dz+/SF(Z)dZ

Em I, z =z com x € [-R, R], pelo que

%:[iﬂ@m+LF@w

e, fazendo R convergir para oo

T o
— = F li F
z /_OO (@dr+ fim | F(z)d:

Por outro lado

| /S P(2)dz| < /S F(2)| |de] < /S gl (2R§Jf =

Temos entdo que

lim ‘/F(z) dz| < lim mh 0
S

R—oo R—oo (2R2 — 1)2 -

o que implica
lim [ F(z)dz=0

R—o0 S
e como tal
/. g
F(z)dx = —
oo 16
Finalmente

como se pedia.
(1,5 val.) 4) Considere a fungdo f(z) =2 — 2% — 2cos 2.

(a) Justifique que f admite desenvolvimento em série de Taylor em torno de z = 0,
determine-o e indique a respectiva regidao de convergéncia.

(b) Classifique a singularidade 0 da fungdo h(z) = f(zz) e determine o respectivo residuo.

(a) Uma vez que a fungdo cos z é uma funcgdo diferencidvel em todo o plano complexo e
verifica

o0
_1)»
cosz:z( ) 22

o (2n)!



para todo o z € C, temos que f(z) = 2 — 22 — 2cos z é também diferencidvel em todo
o plano complexo, e podemos escrever

fz) =

i zQ”, Vz e C.

Portanto, pelo teorema de Taylor, esta funcdo é analitica em C e a regido de con-
vergéncia é todo o plano complexo.

Temos
z z -4
h z) = = _ 2 2z ,
(2) 2 — 22 — 2cos z _Qz_‘!*JrQZG_‘!’_g;_T_... 1_41(%_ z_‘!*+...)
e portanto,
1
__4| 1
lim z3h(z) = lim . =4l =—-12.
z—0 z—>01_4|( %4_) 2

Como este limite é ndo nulo, concluimos que z = 0 é um polo de ordem 3 da fun¢do
h(z). Note-se que, usando o desenvolvimento de (a), pode provar-se que existe um
disco D(0,7), com 7 > 0 onde 2 — 22 — 2cos z n3o se anula, pelo que z = 0 é uma
singularidade isolada.

O seu residuo pode ser calculado usando o desenvolvimento em série de Laurent, que
terd apenas poténcias impares de z,

b b1
h(z):—3+ +ay +azz® + -

dado que h(z) = (Zz) é impar, porque f(z) é par. Entdo a igualdade

: b3+b +arz+azz’ + -
3 = — ajz a3z
24'+2%_?_2Z8_T_... 23

h(z) =

vélida para 0 < |z| < r, implica que

b3 b Z4 Z6 Z8 b3 b1 b3 . z
Grotut GGty )G =g
de onde concluimos que b3 = —45! = —12 (que confirma o limite acima) e % — % =0,

ou seja
bzd! 2
b1 = Res (h,0 =——.
1 =Res (h,0) = o E



