Instituto Superior Técnico
Departamento de Matematica
Seccao de Algebra e Analise

ANALISE MATEMATICA IV
1° Teste
(LEAM, LEBL, LEC, LEEC, LEM, LEGM, LEMAT, LEN, LEQ, LQ)
Justifique cuidadosamente todas as respostas.

Data: 21/04/2007, 15h00
Duracgao: 1h30.

(3 val.) 1) Seja u: R? — R a fungdo dada por u(x,y) = 2 senx coshy — 322y + By3.

(a) Determine 3 € R, de modo a que u seja harménica em R2.

(b) Determine uma fungdo v : R? — IR, harmdnica conjugada de u, de modo a que fungio
complexa inteira f(z) = u(z) + iv(z) satisfaga f(mw) = 1.

(c) Com a fungdo f: C — C, obtida na alinea anterior, calcule

j{zzloof(z) ((z i ) + 2—13> dz,

em que a curva de Jordan é percorrida uma vez no sentido positivo.

Resolucao:

(a) Dado que, qualquer que seja § € R, a fungdo u(z,y) tem duas derivadas continuas
em R?, basta verificar para que valores de /3 se verifica A u(x,y) = 0. Assim

0 0
—u:2cosxcoshy—6xy , —u:QSenxsenhy—3w2+3By2
ox dy
o que implica
82 82
a—;;:—Zsen:ccoshy—Gy , a—ylzb:2senxcoshy—+66y
Tem-se entdo que
%u  0%u
— +——5=—-6y+6
922 92 y+ 60y

Concluindo-se que a fungdo « é harménica em R? se e sé se 3 = 1.

(b) Comegamos por notar que se u =Re f e f é inteira, entdo u tem de ser harmoénica
pelo que teremos que considerar § = 1. Também por f ser inteira, as fungbes u e v
tém de verificar as condicdes de Cauchy-Riemann em todos os pontos de R?.

0 0
B_U = 8_u =2coszcoshy —6zy = wv(z,y) =2coszsenhy — 3zy® + C(z)
Y x

Por outro lado

0 0
a_v:_a_u & —2senxsenhy—3y2+0’(x):—(2senmsenhy—3m2+3y2>
T Yy



pelo que
Clz)y=2*+c , ceR

Conclui-se que
f(2) = f(z +iy) = 2senx coshy — 3z%y + > + i(2 cos z senh y — 3zy® + 23 + ¢)

com c¢ constante real. Finalmente, f(7) = i implica u(m,0) = 0 (o que se verifica) e

v(m,0) =1 implica que ¢ = 1 — 73,

(c) Por linearidade

L (= PR S COA S P

Atendendo a que f é inteira e que tanto m como 0 pertencem ao interior da curva,
podemos aplicar a ambos os integrais a férmula integral de Cauchy, obtendo-se

jézloo /) (ﬁ " zi3> dz = 2mi (f(W) + %f’l(0)>

Por (b) f(m) =1, e

&%u 0%v
miy . U .O"v _
£7(0) = 92 (0,0) + 52 (0,0) =0
Conclui-se
}g f(Z)< ! +i> dz = =27
|z|=100 (z—m) 23
1 2
: (s _9)3
(3,5 val.) 2) Seja g(z) = (2 — 2)° cos (z — 2> + =7

(a) Determine e classifique as singularidades de g.

(b) Escreva um desenvolvimento de g(z) em poténcias de (z — 2) valido na regido 0 <
|z — 2] < 1. Qual a maior regido onde este desenvolvimento é valido?

(c) Sendo h(z) = -

, calcule o integral
(z — 1) sen (in2) &

7{“;':@ (9(2) + h(2)) dz,

onde a curva é percorrida uma vez no sentido positivo.
Resolucao:

(a) A fungdo g apenas n3o é diferencidvel nos pontos em que n3o estd sequer definida, ou
seja, quando os denominadores das fracgdes envolvidas se anulam:

2—2=0 e 22 —4=0.

Nos restantes pontos, a funcdo é constituida por somas, produtos, quocientes e uma
composta de funcdes diferencidveis, pelo que é diferencidvel em todos esses pontos.



Resolvendo as duas equagdes elementares obtém-se entdo as singularidades isoladas
z=2ez=-2

O ponto z = —2 é um pdlo simples, pois tem-se

1 2
. T _ \3 _
ZEH—IQ g(Z) - zEH—IZ <(Z 2) cos (Z — 2> + 2’2 — 4> 0

e
lim (24 2)g(z) = lim ((z42)(z—2)% cos [ ) + 2272
im = lim - —
z——2 & 9\# z——2 i ‘ z—2 22 -4
1 1
2 2 (# 700)7
donde até ji se conclui que o residuo de g em z = —2 vale Res (¢, —2) = —1/2.

O ponto z = 2 é uma singularidade essencial de g porque o limite

lim (z — 2) g(z) = lim <(z —2)* cos (Z i 2) + 25;:?) :

z—2 z—2

nao existe devido ao termo do coseno. Por exemplo, se se considerar a sucessdo z, =
2+% que tende para 2, verifica-se facilmente que (z, —2) g(z,) — o0, enquanto que a
sucessao z, = 2+%, que também converge para 2, satisfaz (z, —2) g(z,) — 1/2. Nao
podendo portanto haver limite da fun¢do (z — 2) g(z), quando z — 2, a singularidade
ndo pode ser removivel (caso em que o limite daria necessariamente zero) ou um pdlo
(caso em que o limite seria finito, para um pdlo simples, ou infinito, para um pdlo de
ordem superior). S6 pode ser, concluindo, uma singularidade essencial.

Alternativamente, para justificar esta classificacdo da singularidade isolada em z = 2,
poder-se-ia também ja aqui fazer o desenvolvimento em série de Laurent de g, em torno
de z = 2, e imediatamente se verificaria que a parte principal da série correspondente
ao coseno exibe infinitos termos n3o nulos, das poténcias negativas de (z — 2). Mas
isso é precisamente parte da resposta a alinea seguinte, pelo que se podem verificar os
correspondentes detalhes na resposta a (b), j& a seguir.

Com certeza, antes sequer de fazer qualquer cilculo, o teorema de Laurent garante
logo a partida a convergéncia da correspondente série na maior coroa circular centrada
em z = 2 e contida na regido de analiticidade de g. Ora, uma coroa circular centrada
em z = 2, e de raio interior 0, podera ter raio exterior pelo menos igual a 4, que é a
distancia que separa o ponto z = 2 da singularidade mais préxima em z = —2. Por
outro lado, essa singularidade é um pdlo simples, como se viu na alinea anterior, pelo
que o raio exterior da coroa ndo poderd mesmo ultrapassar 4 e incluir esse ponto: caso
contrdrio, ter-se-ia um ponto em que a série de Laurent convergiria para um valor finito,
mas a func3o que ela representa tende para infinito nesse ponto. Conclui-se assim que
a maior regido que contém o conjunto indicado {z € C: 0 < |z — 2| < 1}, em que a
série de Laurent ainda converge e representa g é o conjunto {z € C: 0 < |z —2| < 4}.
Quanto ao desenvolvimento em série nessa regido, relembre-se que se tem:




pelo que

1 (=) 1
(z—2)3cos<z_2> = (2—2)32((2713! - _2

n=0
[eS) 1n
= Z in Z_22n 37
n=0

que converge para todo o z # 2, ou seja, |z — 2| > 0. Quanto ao termo tem-se

22 _

2 2
22—4  (2—-2)(2+2)

£ 2 . . ,
€a fracgao ) pode ser escrita como uma serie geomeétrica
z

i) 2 () =X e

n=0

2 2 1
z+2 4+(2-2) 2

que converge quando | 72| < 1« |2 — 2| < 4, donde

2 I o (=" n_ (D" n-1
22_422_222.411(’2_2) 222.411(2_2)

Agrupando as duas séries obtém-se, para 0 < |z — 2| < 4,

g(z) = (z—2>3cos( 12>+222_4

0o n 00 _1)» B
- Z i 2_22n3+z_:(2,4)n(2—2)" 1

n=0
+ 1+1( 2) 22+ (z-2P+
—=—4+—=(z—-2)— —=(z— z—
2(2—2) § " 32 2. 43 2 44
n+1
> 2>n]
o0
(—1)"+1 1 3 1 2
n=4
15 1 /1 1
%9y = -
22 8+<2+4'> 2 —2) +Z .2—2%3

Daqui se conclui, de novo, que pelo facto da série incluir infintos termos com poténcias
negativas de (z — 2), a singularidade em 2 é essencial. O residuo nesse ponto é dado
pelo coeficiente do termo (z — 2)~! ou seja

1 13

1
Res(g,?) = 5 + E = ﬂ



(c) Acurva |z — 1 — %| = V/2 é uma circunferéncia de raio v/2 centrada em z = 1 + %.
As singularidades da funcdo g ja foram estudadas nas alineas anteriores, sdo os pontos
z =2 e z = —2, sendo que, delas, apenas z = 2 se encontra no interior da curva em
questdo. Quanto a funcdo h, ela tem singularidades isoladas nos pontos:

z—1=0&2=1

sen(imz) =0 z=1ik com ke€Z.

Destas singularidades isoladas, apenas z =1, z = 0 e z = ¢ estdo dentro da curva de
integracdo. Os residuos da soma g + h obviamente s3o iguais a soma dos residuos de
cada uma das duas fungbes, g e h, em cada ponto. Mas visto que as singularidades
de g e h nao conicidem, tem-se entdo

Res(g + h,2) Res (g, 2),
Res(g+ h,1) = Res(h,1),
Res(g+ h,0) = Res(h,0),
Res(g+ h,i) = Res(h,1).

Im

-2i s

Figura 1: Singularidades de g + h

O residuo Res(g,2) ja foi determinado na alinea anterior e vale 13/24. Quanto aos
restantes, tem-se que z = 0 é uma singularidade removivel de h pois
z {

lim h(z) = li = —
250 (2) 250 (z—1)sen(imz)

)

pelo que Res (h,0) = 0. O ponto z = 1 é obviamente um pélo simples e tem-se

z 1 )

Res (h,1) = 1i —1)h(z) =1 = = - .
es (1) zl—%(z ) 1z) =21 sen (imz)  sen (i) senh ()

Finalmente, o ponto z = ¢ também é um pdlo simples pois, pela Regra de Cauchy,

verifica-se . )
lim (= _ ) = lim - - =
z—isen (imz)  z—idmcos (imz) @ w

)



(2 val.)

R > 1/+/2 a qual se atribui a orientacio positiva. Seja F(z) =

donde

(z—1)z i2

1

7

+1

Res (h,i) = lim(z—i) h(z) = lim =

i eoi (z — 1) sen (inz)  (i—Dr  (i— )«

Conclui-se finalmente, pelo teorema dos residuos, que o integral pedido é igual a

1
2mi( Res (g,2) + Res (h,1) + Res (h,0) + Res (A, = 2m
R Res (h Res (h Res (h 5
13

(a) Calcule o integral:

7{ F(2)dz.

/OO dx .
o (2e2+1)2 42

(b) Mostre que:

Resolucao:

do teorema dos residuos

. i
7{F(z) dz = 2miRes (F, ﬁ)
Visto _
lim (= = ) (2) = —
=
a singularidade é polo de 2% ordem, e como tal
Res (F, %) = Zl_l)mL <(z — %)21:(2,))' _ _4\1/5

V2

Entao

j{F(z) dz = %

(b) Comegmos por notar que, por a fungdo integranda ser par

/Oo dx B 1/00 dx
o (20241)2 2 ) (222 +1)2

1

o

24 senh ()

2

EWH_ senh ()
2m
= (—=—— -1
<senh(7r)
3) Seja 7 a fronteira da regido Dr = {z =r¢® € C: 0 <r < R, 0< 6 < m}, com

(222 4+ 1)%°

)t

+z'+1
2T

+i—1

Pl
12"

(a) As singularidades de F'(z) sdo :l:%. Dado que ﬁ € Dpre —% & Dpg, por aplicacdo

)



Para calcular este integral, consideramos como é habito, o integral calculado na alinea
(a). Atendendo ao facto de que a curva v é composta pelo sgemnto

I={2€C: z=2,x€[-RR[}
e pela semicircunferéncia
S={zeC : 2=Re", ec0,n[}

podemos escrever

TZE:/IF(z)dz—i—/SF(Z)dZ

Em I, z =z com z € [-R, R], pelo que

%:/iF(x)der/SF(z)dz

e, fazendo R convergir para oo

WG :/_OOF(m) de+ lim [ F(z)dz

R—oo Jg

Por outro lado

| /S P(z)de] < /S F(2)||dz] < /S ‘2‘2’;_1’2@: (QRZ}E 7

Temos entdo que

. . TR
dn | [ e < i i =0

o que implica

lim [ F(z)dz=0
R—oo Jg

/_ZF(x)dxz%

/OOOF(x)dm:ZlLﬁ

e como tal
Finalmente

como se pedia.
(1,5 val.) 4) Considere a fungdo f(z) = z — sen z.

(a) Justifique que f admite desenvolvimento em série de Taylor em torno de z = 0,
determine-o e indique a respectiva regido de convergéncia.

(b) Classifique a singularidade 0 da fungdo h(z) = ﬁ e determine o respectivo residuo.

Resolucao:



(a)

Uma vez que a fungdo sen z é uma funcdo diferencidvel em todo o plano complexo e
verifica
oo
—1)"
sen z — § : (2( )1)'22714—1
n !
n=0 T
para todo o z € C, temos que f(z) = z — senz é também diferencidvel em todo o
plano complexo, e podemos escrever

f(z):z—senz:z—i%z%“:i%z%“, vz e C.
n:O(n+ ) n:l(n+ )

Portanto, pelo teorema de Taylor, esta funcdo é analitica em C e a regido de con-
vergéncia é todo o plano complexo.

Temos
1 1 3
h(z):z—senzzﬁ_z_ Z__...:l_glﬁ_ﬁ o)
I G- +)
e portanto,
3!
lim z3h(2) = lim 7 =3=6.
z—0 z—0 1 _31(*;_' _ Z%' + - )

Como este limite é n3o nulo, concluimos que z = 0 é um polo de ordem 3 da funcdo
h(z). Note-se que, usando o desenvolvimento de (a), pode provar-se que existe um
disco D(0,7), com r > 0 onde z — sen z n&o se anula, pelo que z = 0 é uma singula-
ridade isolada.

O seu residuo pode ser calculado usando o desenvolvimento em série de Laurent, que
terd apenas poténcias impares de z,

by by
h(z)——3—|— + a1z + azz® + -

dado que h(z) é impar. Ent3o a igualdade

1 b b1
h(z) = — 5 7 = —3+ +a12+a3z + -
z z z 23
T_ﬁ*_?—"'

vélida para 0 < |z| < r, implica que

bs by 2 25 27 by b1 b3, o _
( + — +a1z+ )(5_5—’_?_ ):y (g—g)z—k =1,
de onde concluimos que b3 = 6 (que confirma o limite acima) e % — b—3 =0, ou seja
= R = —.
by es (h,0) 10



