Analise Harmoénica
2° Semestre 2019/2020

3% Série de Problemas
Para entregar até ao dia 3 de Maio

1. Este problema generaliza o principio da fase nao estaciondria em integrais oscilatorios, do qual
o Lema de Riemann-Lebesgue para a transformada de Fourier é o exemplo paradigmatico. Seja
f € LY(R") uma fungdo complexa, e ¢ € C*(R") uma fungao real tal que V¢(z) # 0 em todos
os pontos x € R" (esta fun¢ao é normalmente chamada de fase). Mostre que

li 290 f(z) do = 0.
e

2. Seja f € LY(T), m € Ny e defina-se f(,)(t) = f(mt), para todo o t € T. Mostre que se verifica,
para todo o n € Z,

ﬁ;(n):{f(%) se m|n

0 se m fn

3. Considere o polinémio trigonométrico de grau N e coeficientes £1:

Prove que se tém as seguintes estimativas das normas LP(T), dadas em termos do grau N do
polinémio.

a) Se 1< p<2entio (2N + 1)'5 < ||Pyllzery < V2N + 1.

b) Se 2 <p < oo entdo V2N + 1 < ||Py|lpremy < 2N + 1.

c) Mostre que as normas L' do nticleo de Dirichlet - as chamadas constantes de Lebesgue -
satisfazem

4
Ly =Dyl = ﬁlongL O(1),

e que, portanto, o nicleo de Dirichlet nao é uma aproximacao da identidade (Lembre-se que a
notacao O(1) indica um termo limitado).

4. Este problema permite concluir que as séries de Fourier de funcoes de classe C'(T) convergem
absoluta e uniformemente para f. Seja f uma fungao absolutamente continua em T (lembre-se,
de teoria de medida, que isso garante que f’ existe q.t.p. em T) e tal que f’ € L*(T). Mostre que,
com estas hipoteses, a série de Fourier de f é absolutamente convergente para qualquer t € T, e

tem-se
oo N 1/2
1Al = 1f )] < [ Fllerny + <2Zﬁ) |z (-
—00 n=1



5. Considere para este exercicio T = R/Z.

a) Seja f € C(T) uma fungao continua e periddica, de periodo 1, a € R\ Q um niimero irracional
e top € T um ponto qualquer fixo. Mostre que

N—oo

N
lim %;f(to—i—na) - /Tf(t) dt.

Sugestao: Comece por verificar a igualdade para as funcoes e?™*  com k € Z.
b) Mostre que se a € Q o resultado nao se verifica.

c) Seja [a,b] € T e escreva-se t,, = to +n . Mostre que

1
lim N#{lgng]\f:agtngb}:b—a,

N—oo

o que pode ser descrito por palavras como “no limite, a fraccao dos termos da sucessao t,, que
caem dentro do arco [a, b] é igual ao comprimento desse arco”.

6. Este problema estabelece o chamado Lema de Fejér. Sejam f € L'(T) e g € L>(T). Mostre que

lim — | f(t) g(nt) dt = f(0) §(0).

n—oo 27T T

Sugestao: Aproxime f por polinémios trigonométricos.



