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2% Série de Problemas
Para entregar até ao dia 17 de Abril

1. Para g € LP(R") fixo, com 1 < p < oo, considere o operador linear T, : L'(R") — LP(R") definido
por
T,f=gxf  feL'(R")

Mostre que, para 1 < p < 0o, a norma do operador Ty, ||Tg| 11— 1r, é exactamente igual a ||g|| £rrn).-
Qual é a norma do operador para p = oo?

2. Sejam (X, ) e (Y,v) espagos de medida o-finitos, e f : X x Y — C uma fun¢do mensurével.
Define-se a norma mista L} L{ de f como

P lasexznony = (17Dl

e, analogamente, a norma L] L

I lzxcancn = 1 @ Dllen |, ..
para quaisquer 0 < p,q < oco. A ordem pela qual se calculam as normas parciais é muito
importante, porque nao é comutativa. Mostre, no entanto, que para 0 < p < g < 0o, a seguinte
desigualdade é valida

I fllzaqv,oxyy < 1 fllzecx,Layy)-

3. No mesmo contexto do problema anterior, considere o operador integral

Kﬂm:/meﬂwm

em que o nicleo K (z,y) satisfaz || K || Lav,r(x)), || K || La(x,20(v)) < 00, para algum par de expoentes

1 1 1
1 < p,qg < oo. Mostre que, para s entre os expoentes conjugados p’ e ¢/, B + ]—9 +-=1+ - e

q
fe L(Y), entdao K f(z) estd bem definida q.t.p. x € X, Kf € L"(X) e é valida a desigualdade

HKf“T < HKHGL‘I(Y,LP(X))HKHIL;(@X,LP(Y”“]CH&

ondeogeglétalque1:81,—1—(1—9)1/.

S q p
0Obs: O caso p = 1, q = oo corresponde a desigualdade de Schur-Young. O caso p = ¢ = 2 é também
muito importante: neste caso K € L*(Y, L*(X)) = L*(X, L*(Y)) = L*(X x Y) é denominado de
nicleo de Hilbert-Schmidt e a correspondente férmula integral define um operador linear continuo
de L? para L?, conhecido também como operador Hilbert-Schmidt.



4. Considere fungoes f € L}, (R") e g € CF(R™).

a) Prove rigorosamente que f * g € C*(R™) e que V|q<, 0°(f * g) = f * 0°g.

b) Se se tiver também f € C'(R") (mantendo a condi¢ao g € C*(R")), mostre que entdo f * g €
CFUR™) e que 0%(f * g) = 0™ f x 3*2g, com a = oy + g, || < e |ay| < k.

Obs: a, a1 e aip sao multi-indices.

5. Seja p € C(R™), com [ =1esupp e C Bi(0). Se f € L, (R") (o que, do problema anterior,
sabemos ja que implica que ¢, * f € C*(R™)), prove que, quando ¢ — 0, entdo @, * f — f
uniformemente em subconjuntos compactos de abertos onde f é continua. Mostre além disso que,
no caso de f ser k vezes continuamente diferenciavel nesse aberto, todas as derivadas 0%p, * f,
com |a| < k, convergem também uniformemente para 0% f, em subconjuntos compactos do aberto.
Recorde que ¢ () = 1/e"p(x/€).

6. Este problema mostra que, em L*(R"), a continuidade da translagao verifica-se se e sé se f
é uniformemente continua (a implicacao “se” é consequéncia simples da definigdo de continui-
dade uniforme e temo-la usado frequentemente nas tultimas aulas). Seja f € L*(R") tal que
limp o [[f(- = h) = f(-)||Le@®n) = 0. Prove que, neste caso, f é q.t.p. igual a uma fungao unifor-
memente continua (ou, de forma mais precisa, existe um representante na classe de equivaléncia
de fungdes iguais q.t.p. a f € L™ que é uniformemente continua). Sugestao: Defina as médias de
f em bolas de raio r centradas em x como

M) = S o (OB

e, reconhecendo nesta férmula uma convolugao de f com uma aproximacgao da identidade, use-a
para aproximar f e chegar a conclusao desejada.



