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1% Série de Problemas
Para entregar na aula do dia 18 de Marco

. Enuncie e prove uma versao da desigualdade de Holder quando um dos indices L? satisfaz
0<p<l.

. Encontre as condigoes necessarias e suficientes para a desigualdade de Minkowski

1+ glle < {1F1lp + llgll,

ser uma igualdade, com 1 < p < 0co. Obs. Os casos p=1¢e 1 < p < oo sao distintos.

. Seja f € LP(X), para algum 0 < p < oo. Prove que, nesse caso,
lim [|f]lg = |[f]]oo;
q—00

incluindo a situacao em que o lado direito é infinito.

. Seja (X, ) um espacgo de medida finita tal que u(X) = 1 e considere f € LP(X) para algum
p > 0 (o que sabemos que implica que f € L(X), para todo o ¢ satisfazendo 0 < g < p). Os
exercicios que se seguem permitem obter o limite da norma ||f||,, quando ¢ — 0. Considere que
log) = —o0 e que e™>° = 0.

a) Mostre que log||f||, > [log|f|dpu.
b) Mostre que % > log || fll4 € que lim, g % = [log|fl|dp.

¢) Conclua que limg ¢ ||f||, = e/ 8 /1% (média geométrica da funcao |f|).

. Sejam 0 < p < ¢ < co0. Mostre que, entao, LP(X) ¢ LI(X) se e s6 se X contém subconjuntos
de medida arbitrariamente pequena e positiva. Analogamente, mostre que LF(X) 5 L%(X) se e
s6 se X contém subconjuntos de medida arbitrariamente grande e finita. Sugestao: Considere
f =>", anXg,, para constantes a,, apropriadas, em que E, é uma sucessao de conjuntos disjuntos
satisfazendo 0 < p(E,) < 27", no primeiro caso, e 1 < pu(E,) < 0o, no segundo. E no caso ¢ = 00?

Dado um espaco normado X e uma sucessao {f;} em X, dizemos que a sucessao converge forte-
mente, ou na norma X, para f € X, se lim;_, || f; — f||x = 0. Esta é a convergéncia “habitual”,
representada por f; — f. No entanto, a topologia fraca definida em X por todos os funcionais
em X' também define uma forma muito importante de convergéncia de sucessoes: a chamada
convergéncia fraca. Nesse caso, que se representa por f; — f, a sucessdo {f;} converge fraca-
mente para f se e s6 se A(f;) = A(f), para todo o A € X'. Dada a continuidade de A € X',
convergéncia forte implica convergéncia fraca. Mas nao o contrario: para espagos de dimensao
infinita, a convergéncia fraca é estritamente mais fraca que a convergéncia em norma, como 0s
exempos seguintes ilustram nos espagos LP.

. Seja X =R, com a medida de Lebesgue.

a) Seja fn(r) = Xjnn+1((x). Prove que f, = 0em LP, 1 < p < 00, e q.t.p., mas nao fortemente.

b) Seja f.(x) = nxjoa/m((x). Prove que f, — 0 q.t.p., mas f, / 0 em LP, 1 < p < 0o, nem
fortemente.



