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(a) Resolva o problema de valor inicial
y' 2y ty=de' —t; y(0)=1; ¢ (0)=0.
(b) Determine a solugdo geral da equagio
—t
/! 2 / — .
vty Ty 1+¢2
(c) Determine os valores de a € R para os quais todas as solu¢des de y”+ay’+y = 0 satisfazem
tllglooy(t) =0
Solucao:

(a) Sabemos que a solugdo geral do problema ndo homogéneo resulta da soma de uma solugdo

particular ndo homogénea a todas as solugdes homogéneas, as quais formam um espaco
vectorial de dimens3do 2:

y(t) = yu(t) +yp(t).

As solu¢cbes do problema homogéneo obtém-se da equagao
Y+ 20 +yg =0 (D*+2D + 1)yy =0 < (D + 1)*yy =0,

donde, pela multiplicidade algébrica dupla do valor préprio —1, se conclui que duas
solucdes linearmente independentes, formando uma base do espaco vectorial das solucées
homogéneas, sio et e te~t. Assim, o conjunto das solu¢des do problema homogéneo é o
espaco gerado por estas duas solu¢des:

yr(t) = cre™" + cote™, com c1,c2 € R.

O termo n3o homogéneo 4e’ — t é solugio do operador D?(D — 1) pelo que podemos usar
o método dos aniquiladores, aplicando este operador aos dois lados da equacgdo original e
assim obtendo a equacdo homogénea aumentada da qual a solugdo particular é solugao

(D +1)%yp = 4e! —t = D?*(D — 1)(D + 1)%yp = D*(D — 1)[4e — 1]
= D*(D —1)(D +1)%yp = 0.



Ou seja yp é da forma geral yp(t) = cre™ + cate™t + c3e! + ¢4 + c5t. Mas como os termos
relativos a ¢; e co vimos ja que sdo os da solucdo homogénea original, podemos assim
procurar

yp(t) = cze’ + c4 + cst.

Resta assim determinar os valores especificos das constantes c3, ¢4 € c5 que permitem obter
o termo n3o homogéneo especifico 4e’ —t do lado direito da equacdo original. Substituindo

yp + 2up +yp = 4e' —t,
obtemos

czet + 2(czel + c5) + (cze’ + cq + cst) = degel + (2¢5 4 ¢4) + c5t =
= 4et — ¢,
donde concluimos que

403:4:>03:1,
C5:—1
2c5 +c4 =0= ¢4 = 2,

e que portanto a solucdo geral do problema n3o homogéneo é
y(t) = cre t 4+ cate™t + et +2 —t.
Por fim, determinam-se c; e co de forma a satisfazer as condig¢des iniciais do PVI:

y0)=1=c1+1+2=1=c¢ =2
yY(0)=0= —c1+c+l—-1=0=>cr=c; = 2.

Concluimos assim que a solu¢3o (udnica) do problema de valor inicial é
y(t) = -2t —2te P4t +2 ¢

~ z —t ~ Z 5 on 2 B ~
O termo n3o homogéneo 1‘1—9 n3o é aniquildvel, pelo que para determinar a solucdo geral
desta equacdo nao homogénea é necessdrio recorrer a férmula da variagdo das constantes
para obter a solucdo particular. Como ja obtivemos uma base do espaco das solucdes

homogéneas, na alinea anterior, a matriz Wronskiana pode calcular-se imediatamente

W= B0 B0l = L o e

e a sua inversa

1 [@—t)et —te
we = |10 T
A solucao geral é agora dada pela férmula da variacdo das constantes
—tet] et
ot —t —t gt
y(t) =cre”" +eate F + [e7 te }/[ ot ] 1+t2dt
=t
=cie ' +ogte 4+ [e7t te] / [Hﬁ] dt
1+¢2
t t —5log(1 + %)
=cie "+ cote " + [eft te*t} 2
arctant

=cret 4+ cote™t — e tlog(V/1 + #2) 4 te b arctant,

com ci,co € R.



(c) As solugdes da equacdo sdo determinadas pelas duas raizes do polinémio caracteristico
A2 4+ a\ + 1, dadas por

Agora:
e se a €]2,4+00[ ambas as raizes \1 e \y sdo reais e negativas (observe-se que nesse caso
0 < Va2 — 4 < a), pelo que todas as solugdes serdo da forma y(t) = cie*! + cpe??t,
com c1,co € R e A, Ay < 0 donde y(t) — 0 quando t — +o0.
e sea = 2entdo A\] = Ay = —a/2 = —1, donde as solugdes todas serdo da forma
y(t) = cre ™t + cote™t, com c1, co € R, pelo que também y(t) — 0 quando t — +o0.

e se a €]0,2[, as raizes sdo complexas da forma Ao = 5* + 17”‘27‘12 e as solugdes
y(t) = cre” 2 Feos(V4r2 1) 4 cpe 2 Fsen(¥A2 %1), com ¢1,co € R, e ainda y(t) — 0
24

quando t — 4o pelo efeito das exponencias negativas e 2°.

Em todos os outros casos de valores de a, ou seja, para a < 0 ndo é verdade que todas
as solugdes tendem para zero, quando ¢ — +00: no caso a = 0 as raizes serdo A2 =
+i e as solugdes exclusivamente oscilantes, dadas por y(t) = ¢ cos(t) + cosen(t), que
genericamente n3o tendem para zero (a ndo ser no caso ¢; = co = 0); e para a < 0,
as solugbes serdo andlogas as anteriores, mas com exponencias de coeficientes positivos,
crescentes para +oo quando t — +00.

Concluindo, as solucdes todas da equagao homogénea tendem para zero, quando t — 400,
se e s6 se a €]0, o0].

[1,5 val] 2. Usando o método de separacdo de varidveis, determine a solucdo do problema de valor inicial e
valores na fronteira
ou 0%u
a—e_%u—ﬁz() O<x<m, t>0
z
Ju(0,t) = u(m,t) =0 t>0

11
u(z,0) = 4 cos (%) — 2cos (%) 0<z<m.

Solucao: Observamos que a equacdo diferencial parcial dada, assim como as condicdes de
fronteira, sdo homogéneas. E valido, por isso, o principio da sobreposicdo, ou seja, fungles
obtidas por combinac¢Ges lineares arbitrarias de solu¢des da equacdo e das condi¢des de fronteira
ainda as satisfazem.

Vamos por isso usar o método de separagdo de varidveis, construindo solugdes gerais por com-

binag3o linear (eventualmente infinita) de solugdes mais simples, da forma u(x,t) = X (z)7T'(t),

para 0 < x < w e t > 0. Substituindo na equagdo diferencial parcial obtemos
T'(t)

X(2)T'(t) — e 2 X (2)T(t) — X" (2)T(t) = 0 & = o2t _ ))((”(%)'

Esta igualdade sé é possivel se as funcdes dos dois lados da igualdade, de varidveis diferentes x e
t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é equivalente ao sistema seguinte,
onde X\ é um nimero real qualquer

{ T'(t) = ()\ + e 2)T(¢)
X"(z) — AX(z) = 0.



A primeira equagdo é uma equagdo linear homogénea para T'(t), cuja solugdo geral é

T(t) = AeM~ "2 com A € R.
A expressao para as solucdes da segunda equacdo depende do sinal de A\. Temos

BeVA® + Ce= VA se A >0
X(x)=<¢Bx+C se =0
BcosvV—Az+CsenvV—Ax se A<O.

onde B, C sio constantes reais.

As condigdes de fronteira homogéneas %(O, t) = u(m,t) = 0 para as solugdes da forma X (z)T'(t)
ndo nulas implicam que

X(O)T(@) = XmT@) =0 { £ =0

Impondo estas condi¢des as solu¢des X (x) determinadas acima temos

(i) Para A > 0:
VAB —VAC =0 B=0
BeVAm 4 Ce=VAT = C=0
(i) Para A =0:
B=0 N B=0
Br+C=0 C=0
(iii) Para A < 0:

vV=C =0 - C
Bcosyv/—=Am+Csenv—Ar =0 B

0
Oou v—Am =3 +nm

donde obtemos os valores préprios A\, = —(n + %)2 negativos, comn = 0,1,2,---, e as
correspondentes funcdes préprias ndo nulas X, (z) = Bcos ((n + 3)z).

As solugBes ndo triviais da equacdo diferencial da forma X (x)T'(t) que satisfazem as condi¢des
de fronteira sdo portanto as funcdes da forma

Acos <2n2+ 1x> e_(%)%_ﬁ

comAceRen=0,1,2,....

Procuramos agora uma solugdo formal para a equacdo e condi¢cdo inicial que seja uma "com-
binac3o linear infinita"” das solu¢des obtidas acima:

o0
2 1 n e~ 2t
u(z,t) = Zan Ccos ( n2—i— :c) e~ (5=

n=0

Substituindo esta expressdo na condi¢do inicial u(x,0) = 4 cos (

vl

> — 2cos (%) obtemos
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3.

pelo que se conclui imediatamente que a série se resume a soma de dois termos apenas, com
n =3 en=>5 e com os correspondentes coeficientes a satisfazer as duas relagbes aze™2 =4 e
as e_% = —2, donde ) )

az3 =4e2 e a5 = —2e2

e portanto a solucao é

7 e~ 2t _ 11 o2t
U(x,t) =4cos| —x e_%t_ ) L o —— 6_%t_T1_
2 2

Considere a matriz

2 0 -1
A=10 -3 O
1 0 4

Resolva o problema de valor inicial y' = Ay; y(2) =(-1,1,1).

Solucdo: A matriz dada corresponde ao sistema

Yl =2y1 — U3
Yy = —3y2
Y5 = 1 + 4ys

onde se observa imediatamente que a equagao para a componente s se encontra totalmente
desacoplada das duas outras componentes, e pode ser resolvida imediatamente. Assim

ya(t) = Ce™ 3,
e de forma a satisfazer a condi¢io inicial 2(2) = 1 obtemos C = €5, ou seja
yg(t) _ 673(t72).
Resta-nos um sistema 2 x 2 para as componentes 31 e 3, acopladas, correspondente a matriz
=1
para a qual comecamos por determinar os valores préprios
det(B-X)=02-XN)4-N+1=02X2-6A+9=0= (A—-3)2=0,

de onde concluimos que A = 3 com multiplicidade algébrica 2. Dado que a matriz ndo é diagonal,
podemos até concluir desde ja que a multiplicidade geométrica é 1 e que faltardo vectores préprios
para construir uma base do espaco das solu¢bes gerais do sistema homogéneo, para o qual serd
entdo genericamente preciso recorrer a forma canénica de Jordan.

Os vectores proprios sdo dados por

(B—X)v=0c [_11 _11] [”1] = m & 1 + vy =0,

ou seja, sdo da forma
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confirmando que o espago préprio tem dimensdo 1, ou seja, que a multiplicidade geométrica é
inferior a algébrica.

Poderiamos neste ponto fazer a observacdo, que simplificaria grandemente a resolucdo, de que
procuramos uma solu¢do (a Unica, pelo teorema de Picard-Lindeldf) de um problema de valor
inicial especifico, e que ndo queremos a solu¢do geral do problema homogéneo. A condicdo inicial
dada para y; e y3 é (—1,1) ou seja, um vector préprio (com o = —1). E visto que sabemos
que eMv é solucdo do sistema, com A e v, respectivamente, valor e vector préprio da matriz,

podemos assim imediatamente concluir que
[yl(t)] _ (-2 [—1}
y3(t) 1

Caso nao se observasse essa simplificacdo especifica deste problema particular, poderiamos pros-
seguir com a resolucdo geral. Sabemos entdo que a matriz B é semelhante a forma candnica de

Jordan
31
7= 3

é a solucdo que buscamos.

com uma matriz de mudanca de base
1 w1
S = ,
-1 w2
em que escolhemos o vector préprio v.= (1,—1) como primeiro vector da nova base, e w =

(w1, ws) o vector préprio generalizado, como segundo vector da base, o qual determinamos pelo
sistema

(B-\)w=v & [_11 _11] [Zj = [_ﬂ S w4 wy = —1.

Fazendo, por exemplo, w; = —1 e wo = 0 obtemos
1 -1
5= {_1 . ] .
Assim, a exponencial da matriz B pode agora ser calculada por
1 1] [e¥ te3] [0 -1 (1—t)edt  —tedt
Bt _ o Jtao—1 _ _
¢ =55 _[—1 OHO S |-1 -1 T ¥ (1+p)ed]

As componentes y; e y3 do PVI dado podem finalmente ser obtidas pela férmula eZ(¢—t0)y ou

seja
o] = [ 52 ca] [ - [5e]

. Determine a série de Fourier da fungdo f: [—4,4] — R definida por

1 se —4<zx<-2o0u2<x<4
0 se —2<z<?2

indicando a soma da série para cada x € R.
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Solucdo: A menos dos valores nos pontos x = 2,—2, que tém medida nula e por isso n3o
afectam os integrais, a fungdo é par. D3 origem, por isso, a uma série de Fourier de cosenos.
Fazendo L = 4 a série é dada por

nwx
—|— g ancos—,

em que os coeficientes sdo dados por

= s oo

e, paran > 1,

1[4 1[4 4
an = 7 5 f(x) cos ?dx =5 ; f(zx) cos %dm = 2/2 cos %dx
2 nm4 nm2 2 nmw
= —|sen—— —sen—— | = ——sen —.
nmw 4 4 nm 2

Assim a série de Fourier da funcdo dada é

Z nmx
- — — Sen —_— COb —_—.
4

Por fim, como f é seccionalmente C, pelo teorema de convergéncia pontual de séries de Fourier,
sabemos que converge para
se 2< |z| <4

se x=2,—2

O = =

se —2<x<?2

e, nos restantes pontos z € R para o prolongamento periddico, de periodo 2. = 8, desta fungdo.

. Resolva o seguinte problema de valor inicial, determinando a sua solu¢do na forma explicita e

indicando o seu intervalo maximo de existéncia:

dy _ y? B

Sugestao: Efectue a mudanca de varidvel v = %

Solucao: Comecamos por observar que a equacdo n3o estd definida para t = 0 e como a
condic3do inicial é dada para ty = 1, consideramos o dominio da equacdo apenas para t > 0.
Poderiamos ser até um pouco mais precisos e observar que parat > 0 e y € R a equacao
estd nas condicdes do Teorema de Picard-Lindelof, pelo que temos a certeza de existéncia de
solu¢do dnica deste problema de valor inicial, num intervalo maximo de definicio que serd um
subconjunto de t €]0, +o0].

Seguindo a sugestdo, temos que y(t) = tv(t) e portanto y/(t) = v(t) + tv'(t). A condi¢do inicial
y(1) = —1 traduz-se em v(1) = y(1)/1 = —1. Podemos entdo reescrever a equag¢do diferencial
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6.

como

dy _ v’ L dy _y y)2 dv _ 2
tﬁ—y—30+t>¢wﬁ—t—31+(ﬂ Suts —v-3(1+0%),
ou seja
1 a3
1+ov2dt  t’

a qual é, portanto, uma equac¢ao separavel. Agora, a primitiva de 1+1”2 em ordem a v é arctanv

pelo que podemos escrever o lado esquerdo da equacdo como a derivada da composta

d
%(arctan v(t)) = e

e integrando os dois lados da equacgdo entre ty = 1 e qualquer ¢ > 0 obtemos

t

3
arctanv(t) — arctanv(1) = / ——ds & arctanv(t) = arctanv(1l) — 3logt + 3log 1,
to=1 S

e substituindo v(1) = —1 e simplificando
arctan v(t) = arctan(—1) — logt> < v(t) = tan(—n/4 — logt®) = — tan(n/4 + log t),
a qual, revertendo de volta para y(t) = tv(t) da a solugdo

y(t) = —ttan(r/4 + logt3).
O seu intervalo maximo de definicdo é o intervalo de t > 0, que inclui tg = 1 tal que

T 3 T
—— < — +Flogt’ < —,

2 4 2
ou seja,

v v v T
R T Y A
7 g S8l <57y

37 <logt®? < I

[ — 0 J—

1 8t S 7

_3m 3 ™
e 1 <t <ed
3T T

e 12 <t<eiz,

Conclui-se assim que o intervalo maximo de definicao da solu¢ao do problema de valor inicial
dado é

3w

t €le” 1z, e1z|.

Considere o sistema de primeira ordem linear homogéneo

com A(t) = [a;;(t)] : I C R — M,y uma fun¢do matricial continua no intervalo I C R, isto &,
com entradas a; j(t) continuas para todos os 1 <4, j < n. Prove que qualquer solugdo y(t) esta
definida para todo o t € I, ou seja, que solu¢des de sistema lineares homogéneos n3o explodem
em tempo finito.



Sugestdo: Defina a fungdo f(t) = ||ly(t)||*> = Y1, (vi(t))* e prove que, exceptuando para a
solucdo identicamente nula, se tem

1 d
f f Z |ai;(t)

,j=1

usando depois esta desigualdade para chegar a conclusdo.

Solucao:

O sistema pode ser visto como uma equacio vectorial y' = F(¢,y), com F : [ x R" — R"™ dado
por F(t,y) = A(t)y. Estamos evidentemente nas condi¢des do teorema de Picard-Lindeldf,
porque as componentes da matriz A(t) sdo continuas em I. Assim, F é continua em todos os
pontos (t,y) € I x R™ e localmente lipschitziana na variavel y ja que as derivadas parciais de F
relativamente as componentes de y sdo as entradas da matriz A(t) e por isso sdo continuas em
todo o dominio.

A solugdo nula deste sistema homogéneo y(t) = 0, para todo o t € I, é por isso Unica e
consequentemente nenhuma das outras solugbes do sistema se anula, qualquer que seja t € I.
Consideremos portanto, a partir de agora, uma solu¢do genérica ndo nula y(t) # 0 para todo o
t no seu intervalo maximo de definicdo, contido em I. Queremos demonstrar que esse intervalo
él.

Fazendo o produto interno do sistema com a solu¢do y(¢) obtemos, para todo o ¢ no intervalo
maximo de definicdo de y(1),

e %(Hy(t)w) =2y(t) - A()y ().

Agora, o lado direito 2y(t) - A(t)y(t) pode ser estimado pela desigualdade

2y(t)- A =2 Z ai ()Y (t)y;(t) < 2 Z i (£)yi(t)y; (£)] < 2]y (1) Z i (t)

3,j=1 5,j=1 4,j=1

porque evidentemente cada componente de y(¢) satisfaz |y;(¢)| < ||y (¢)]|-

E, como estamos a considerar solugcdes que nunca se anulam no seu dominio, temos entdo
d 2
ZUy@I%) =2y() - AR)y(t) &
d 2 2\
< S (ly@®1%) < 2lly @) > laig(t) &

ij=1

Hy(l)\? ZUy®I?) <2 laig(t)

1,j=1

Finalmente observamos que o lado esquerdo desta desigualdade pode ser escrito como
W%(Hy(t)”% = %log(||y(t)||2), donde, integrando os dois lados da desigualdade entre



to e t, ambos em I, obtemos

Lrog(ly 7 <23 lasy(0)

1,5=1

= log(ly()II?) — log(ly (t0) 2 / 3 fasy(s)lds
0

2,7=1
= [y ()1 < lly(to)|2efio* =omn s O,

Conclui-se assim, por esta ultima desigualdade, que y(¢) ndo explode no interior do intervalo
I porque a sua norma é majorada por uma funcdo definida, e finita, para qualquer t € I. E
usando o coroldrio do teorema de Picard-Lindelof relativamente ao prolongamento de solucdes a
intervalos maximos de defini¢do, conluimos que o intervalo de definigdo de y(¢) é todo o I.



