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. Calcule a solu¢do do problema de valor inicial

(4t - 2) + (y - 2)3/ =0, y(O) =0,

na forma explicita, indicando o intervalo maximo de existéncia de solug3o.

Solucao:

A equacdo é separdvel. Temos

t t
/0 (y(s) —2)y'(s)ds = /0 (2 —4s)ds

_ 92|
WO =2 _ .y
2 0 0
2
—2)2 4
(y(®) 22) — 9ot _ 942

(y(t) —2)2 =41+t — t?)
yt) =2 —2v1+1t —12,

e o intervalo maximo de existéncia de solugdo é ]1;5/5, %[

2. Considere a matriz:

(a) Determine e

At

(b) Resolva o problema de valor inicial:

y/ZAere‘%[_ll] : Y(O)Z{_ll]

(c) Sendo y : R — R? uma soluc3o arbitraria de y’ = Ay, determine , lim y(t).

Solucao:

—+00



a) A matriz A tem um Udnico valor préprio, dado por:
(a) prép p
det(A—AD)=(-1-X(-3-XN+1=X+4A+4=(A+2°=0 & Ir=-2

O vector préprio associado é solucdo ndo nula de

(A+2)v=0 & {_i _H[ﬂ=[8]

& b=-a & v=(a,—-a)=a(l,-1),

com a € R, pelo que podemos escolher v, = (1,—1) como vector préprio. Como ndo
existem dois vectores préprios linearmente independentes associados ao tnico valor préprio
de A, a matriz ndo é diagonalizdvel. Prosseguimos entdo com o calculo de um vector
préprio generalizado:

(A+2)v=v, & [_} _H[Z]:[_ll}
& a=1-b & v=(1-b,b)=(1,0)—b(1,-1).

Podemos entdo tomar v, = (1,0).
A matriz A é ent3o semelhante a uma matriz de Jordan A = SJS~!, com

-2 1 [ 11 4 [0 -1
=] sslae] =]

Por fim:

At _ o Jta—1 _ 1 1] |1 ¢ 0 -1
G = el _[—1 0]6 [0 1“1 1]

a1+t ¢
2t
c [ —t 1—t]

(b) Usando a férmula da variagdo das constantes:

y(t) = et (y(O) +/Ot e Ase 2 [ _11 ] ds)



(c) A solugio geral da equagdo y' = Ay é:

o omlal| 14+t e | | aat(cr+e)t
y(t) - ° |:62:|_6 |: —t 1—t:||:02:|_6 |:CQ—(61+CQ)IJ;
= g2 [ “ll ] + (a1 + co)te” 2 [ 1 ] , c1,c2€R
(&) —1

t 0
: —2t __ . -2t . v - . _
Como tlgrnooe =0e t_l}gloo te™" = tlﬂo o 0, ent3o 1tlbrmooy(t) [ 0 } (para

quaisquer c1,c2 € R).

3. Considere a equacao diferencial
y" —2y" =3y = b(t),

onde b(t) é uma fungio real, definida e continua em R.

[0,5 val] (a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea associada.

[1,0 val] (b) Sendo b(t) = —6 — 62, determine a solugdo da equagdo diferencial que verifica:
y(0)=2, J(0)=4, »'(0)=4

[0,5 val] (c) Escreva a equagdo diferencial na forma de uma equagdo vectorial linear de 12 ordem e

indique uma matriz solugcdo fundamental para a mesma.

Solucao:

(a) A equagdo homogénea associada pode ser escrita na forma
(D?—2D? —3D)y =0
pelo que o polinémio caracteristico é
P(R)=R®-2R?-3R=R(R-3)(R+1).
Assim, a solu¢do geral da equacgao é

y(t) = a + be® + ce™? com a,b,c € R.

(b) Comegemos por calcular a solugdo geral da equagdo. Por ser uma equagdo linear, a sua
solucdo geral é da forma

y(t) = yu ) + yp(?)

em que y (t) é a solugdo geral da equagdo homogénea (determinada em (a)) e y,(t) é uma
solugdo particular da equacdo. Pela forma de b(t) é aplicdvel o método dos coeficientes
indeterminados. Sendo P4(D) = D(D — 2) o polinémio aniquilador de b(¢) teremos que

(D? —2D* —3D)y = —6 — 6e** < D?*(D —2)(D—3)(D+ 1)y = D(D — 2)[—6 — 6¢*]

& D*D-2)(D-3)(D+1)y=0.
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4.

A sua solugao geral é
a+ Bt + e + 5edt + fet

e comparando com a solugdo encontrada na alinea a), podemos considerar que a forma da
solugdo particular é

w(t) = Bt + et
Temos agora que determinar as constantes 5 e v de forma a que w verifique
w"” —2uw” — 3w’ = —6 — 6e* , Vt € R.
Substituindo
8ye?t — 8ye?t — 3(B + 2ve¥) = —6 — 6, Vt € R

o que implica que 8 = 2 e v = 1. Conclui-se que yp(t) = 2t + €%, e como tal a solugio
geral da equacgdo é
y(t) = a+be® +ce™ + 2t + e*.

Finalmente, determinamos as constates a, b e ¢ de forma a que a condic¢3o inicial se verifique.

y(0) =2 a+b+c+1=2 a=1
J0)=4 o { 3b-—ctda=4 = { b=0
y"(0) =4 9O%+c+4=4 c=0

e assim a solucdo do problema de valor inicial é

1+ 2t + e?t.

Uma equacdo diferencial escalar de terceira ordem pode ser escrita como uma equagao
vectorial de ordem 1 em R3 na seguinte forma: Fazendo

X(t) = (zo(t), 21 (1), z2(t)) = (y(®), 5/ (1), 4" (1)),

tem-se que
X'(t) = (2p(t), 21(8), 25(t)) = (' (1), 5" (1), ¥ () = ((z1(t), 22t), b(t) +321(t) +272(2)) ,
ou seja
010 0
X'=]100 1|X+ 0
0 3 2 b(t)

Uma matriz solugdo fundamental para este sistema é por exemplo uma matriz Wronskiana.
Usando a alinea a)

Determine o desenvolvimento em série de senos da fungdo f : [0,27] — R dada por

f(:c):{ 3 se 0<z<m

0 se w<zx<27

e determine a soma da série, para cada x € R.
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(b)

Resolva o problema de valor inicial e de fronteira

ou  0%u

20 adbu 0 2r , t>0
5 = 502 <x<2m, t>
u(t,0) =u(t,2mr) =0 t>0

u(0,z) = f(x) 0<z<2m

Resolucao:

()

Para obter um desenvolvimento de Fourier em série de senos, prolonga-se f ao intervalo
[—27, 0] de forma impar e obtém-se assim a sua série de Fourier,

>0 nmx
bosen (270,
; sen ("7

em que L = 27 e os coeficientes b,, sdo dados por

by = / f(x)sen (mm: dx—jr/ 3sen d:c
0
= e ()=l (F) - ]

Assim a série de Fourier de senos de f é

> 5 i os ()] sen (%)

Como o prolongamento impar de f, em [—27, 2], é seccionalmente C, com descontinui-
dades em x = 0 e x = £, o teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier garante
que a correspondente série de senos converge, em cada x € [—27, 27|, para

0 se —2r<<e < —m
—3/2 se xT=-7

-3 se —nr<x<0

0 se z=0

3 se O<z<m

3/2  se T=T

L0 se T<x <2

Nos restantes pontos de x € R a série converge para o prolongamento periédico, de periodo
47, desta funcio.

Observamos que a equacdo diferencial parcial dada, assim como as condi¢des de fronteira,
sdao homogéneas. E valido, por isso, o principio da sobreposicdo, ou seja, fungdes obtidas
por combinagdes lineares arbitrdrias de solugdes da equacdo e das condigdes de fronteira
ainda as satisfazem.

Vamos por isso usar o método de separacdo de varidveis, construindo solucdes gerais por
combinagdo linear (eventualmente infinita) de solu¢des mais simples, da forma u(t,z) =
T(t)X(x), para 0 <z < 27w e t > 0. Substituindo na equagio diferencial parcial obtemos

T'H)X(z) =Tt)X"(z) — 4T ()X (z) & T’((tt)) 143 — ))f(”((;))'



Esta igualdade s6 é possivel se as fun¢des dos dois lados da igualdade, de varidveis diferentes
x e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é equivalente ao sistema
seguinte, onde A é um nldmero real qualquer

{ T'(t) = (A — 4t3)T(t)

X" (x) — AX (z) = 0.

A primeira equagdo é uma equagdo linear homogénea para T'(t), cuja solugdo geral é
T(t) = AN com A € R.

A expressao para as solu¢des da segunda equacdo depende do sinal de A\. Temos

BeVA® + Ce—VAz se A >0
X(x)=4¢ Bz +C se =0
Bcosv—Ar +Csenv/—Axr seA<O.

onde B, C sio constantes reais.

As condi¢des de fronteira homogéneas u(t,0) = wu(t,2w) = 0 para as solugdes da forma
T(t)X (z) ndo nulas dizem que

X(0)=0

T(£)X(0) = T(H) X (27) = 0 & { X(2n) — 0

Impondo estas condi¢des as solu¢des X () determinadas acima temos
(i) Para A > 0:

BeV2m 4 ceVRn —g T\ C=0
(i) Para A =0:
C=0 o B=0
B2r+C =0 C=0
(iii) Para A < 0:

B=0 B=0
{ Bcos(v/—\2m) + Csen(v/—A27) =0 < { C=0o0u+v—X\21r =nx

donde obtemos as solu¢des ndo nulas X (xz) = C'sen (%) comn = 1,2,---, para
A=
=2,

As solugbes ndo triviais da equagdo diferencial da forma T'(t)X(z) que satisfazem as
condicBes de fronteira sdo portanto as funcdes da forma

nr\ _n2, .
Asen(7>e =t

comAceRen=1,2,....

Procuramos agora uma solugdo formal para a equacdo e condi¢do inicial que seja uma
"combinac3o linear infinita” das solucdes obtidas acima:

o0
nT n?, 4
be) = 3 cusen (1) et
u(t, x) n:1cnsen 5 )€

Substituindo esta expressdo na condi¢do inicial u(0,z) = f(z) obtemos

ni::lcn sen (%) = f(z)



pelo que os coeficientes ¢, sdo os coeficientes da série de senos obtida na alinea anterior.

Sendo assim
6 nmw
Cp=—1|1—cos|—
™ 2

e portanto a solucdo é

n=1
[1,0 val] 5. Sendo f : R — R uma funcio de classe C'' em R, considere o problema de valor inicial
dr __ j()
dt 1+ f2(x)
SU(t(]) = X0

Mostre que para qualquer (to, ) € R? este problema admite uma tinica soluc3o local e determine
o seu intervalo maximo de existéncia de solucdo.

Resolucao:

Sendo F(z,t) = Hf}f()z) temos que F(z,t) e %F s3o funcdes continuas no plano real R%. Por-

tanto o teorema de Picard-Lindel6f garante que para qualquer ponto (%o, zp) no plano real existe
uma tinica solucdo local da equacdo z’ = F(x,t) que satisfaz z(tg) = 9. Como |F(z,t)| < i,
y(t) ndo explode em tempo finito para +oo. De facto

|z(t) — x(to)| = /t Z—ids
e,
‘341+f%>d
= /t 1+f2

t
/ ds|
to

_ [t—to|
==,

IWI

Logo o intervalo maximo de existéncia é R. Para ver que

‘ f(=)
1+ f2(z)

basta considerar a fun¢do g(x) = x/(1 + z?) e notar que

1
< =
-2

1—z?
@)= oy

'(z) <0eg(x)>0sex>1,
'(z) <0eg(x)<0sex <1,

() > 0 se e sése |z] <1,

i =0seesdsex==+l1,

x
limg 4 T4z2 0.



Portanto g(1) = 3 é o maximo e g(—1) = —1 é o minimo de g(z). Logo
1 f(x) 1
_Z < .



