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Duracao: 1h 30m

1. Considere a func3o real definida em R? por u(z,y) = 23 + azy? + be®seny, em que a,b € R
sdo constantes reais.

[1,0 val] (a) Determine os valores de a e b de modo a que u seja a parte real duma fungdo holomorfa
f:C—C.
Resolucao:

Para que u seja a parte real de uma fun¢do holomorfa em C, terd que ser harménica em
R2. Dado que, para quaisquer valores de a e b, a funcio u tem segunda derivada continua
em R?, temos apenas que calcular os valores das constantes para os quais

Pu %
S A R? .
92 + 92 0 , VY(z,y)e€

Assim

0 0
— <3x2+ay2+bem sen y) +a— <2cw:y+beJj cos y) =0 & 6z+be” seny+2axr—be”seny = 0.
Yy

Ox
Esta condicdo serd verificada, para todo = e y, se a = —3 e b qualquer.
[1,0 val] (b) Considerando a = —3 e b = 2, determine a fungdo f, holomorfa em C, tal que Re(f) =u
e f(0) = 2i.
Resolucao:

Comegemos por determinar a harménica conjugada de u(z,y) = 2% — 3xy? + 2e%seny .
Denominando-a por v, serd determinada pelas condi¢es de Cauchy-Riemann. Assim

0 0
871; = 8713; < v(x,y) = / (3x2 — 3y2 +2¢€” seny)dy +c(z).
ou seja

v(z,y) = 3z%y — y> — 2e®cosy + c(x) .

Por outro lado

ov_ _ou 6oy —2e”cosy +c(z) = —<—6$y+2€%08y>,
ox oy



[1,0 val/]

[1,5 val]

donde ¢(z) = ¢, em que ¢ é uma constante real. Ent3o
v(z,y) = 32%y —y> — 2e%cosy + ¢ ) ceR,
e assim
f(z) = fz+iy) = 23 — 32y® + 2e%seny +i(32%y — y® — 2e%cosy + ¢) .
Para que f(0) = 2i,
u(0,0) =0 , o que severifica
v(0,0)=2 & —2+4+c¢=2

Concluindo-se que a funcdo pedida é

f(z) = f(z +iy) = 23 — 32y + 2e®seny + i(3z%y — y> — 2e% cosy + 4) .

(c) Calcule os valores de f/(0) e f”(0).
Resolucao:

Para calcular a primeira derivada, podemos usar , por exemplo

) = Flotiy) < 2 412
fz) = o tig) = e +icy,

e usando a mesma férmula para calcular a segunda derivada, obtém-se

" / q 4 8216 ,821)
f(z) = (f (ﬂf‘f‘ly)) =02 o2
Assim
f'(0) = 32% — 3y + 2e% seny + i(6zy — 2 cosy) = —2i
(z,y)=(0,0)
e
17(0) =62 +2e"seny +i(6y — 2" cosy) = —2i.
(2,y)=(0,0)
2. Considere a funcdao complexa f definida no seu dominio por
_ sen(z — 1)
fz) = 2241
(a) Determine todos os possiveis valores de
) dz,
c
em que C é qualquer curva de Jordan contida em C\ {—i,i}.
Resolucao:
Comegamos por notar que
£(2) sen(z — 1) sen(z — 1) (z—i)—%(2—1)2—%%(2—1)5—...
zZ = = = - -
2241 (z —1)(z+1) (z—1)(z +1)

-z =12+ &z -1 —...
= 31( ) +5}( ) , para qualquer z € C\ {—i,i},
z+1i




[0,5 val ]

[1,5 val]

(b)

()

onde a fungo ¢(z) =1 — £ (z —i)> + F(z -1 —... =32 % analitica

em C, pois é a soma de uma série de poténcias com raio de convergéncia infinito. Assim
sendo, e como C' esta contida em C\ {—i,1}:

_ 9(2)
f(z) = s para qualquer z € C.

Caso 1: —i€extC. Como ( ) é analitica em int C, pelo teorema de Cauchy:

yﬁf B cf(j)ld

Caso 2: —i€intC. Se a curva C for percorrida no sentido directo entdo, como ¢(z) é
analitica em int C, pela férmula integral de Cauchy:

sen( 2i)
i

§1§f )dz = ( ) dz—27r1¢(—1) = 27 = 7ish2

Se a curva C for percorrida no sentido inverso entdo, pelo calculo anterior:

§£Cf(z) dz = —ygcf(z) dz = —mish2.

Nota: caso n3o usasse o facto de que i é singularidade removivel, poderia ainda assim
resolver o problema por aplicagdo dos teoremas de Cauchy e da férmula integral de Cauchy.
Porém, teria que considerar quatro casos — consoante a localizac3o das singularidades =i
relativamente a C'.

Decida, justificando, se f tem primitiva em C\ {—i,i}. E se o dominio
de ffor C\ {itU{z=1iy:y < —1})7
Resolucao:

Seja A = C\ {—i,i} e C a circunferéncia |z + i| = 1 percorrida no sentido directo. Note
que C' estd contida em A. Mas 980 z)dz = —mish2 # 0, pelo caso 2 da alinea anterior.
Assim, f n3o tem primitiva em A.

Seja agora B o conjunto C \ ({1} U{z=iy:y < —1}). Ora se C for qualquer curva de
Jordan com —i no seu interior, C, intersecta necessariamente a semi-recta {z = iy : y <
—1}. Consequentemente, se C estd contida em B entdo —i € ext C. Pelo caso 1 da alinea
anterior, ¢, f(z)dz = 0; e como f é analitica (logo, continua) em B, concluimos que f
tem primitiva em B.

3. Considere as fungdes complexas f e g definidas nos seus dominios por

e —1

w4 1
fz) = z4_81z+“'e“<3z)

1
g(z) — § :ﬁzn—&-l.
n=1

Determine e classifique as singularidades de f. Calcule o valor de

f(z)dz

Y



onde v = {z : |z +i| = 218} é percorrida uma vez no sentido directo.

Resolucao:
Vamos considerar f = f1 + fo com fi(z) = % e fa(z) =1isen 3—12 As singularidades de
f1 sdo as solucdes de

A —8iz=0 & 2=0V 2= 8i

T 4ok
& z2=0V zzzexp(i#),k:o,lj

& 2=0V 2=2¢"0 v 2 =26 v = _9i

Para classificar as singularidades:
e Utilizando a série de Maclaurin de ™, obtém-se

o0 n

™ n
Zmz —1 ) w3 3
fl(z) _ =0 _ 7('Z+72' +?Z G ooc
z(23 — 8i) z(23 — 8i)
z(7r—|—§z+g—?z2+-'-)

B z(23 — 8i) = 9(2)

2 3
T+ T2
23 —8i

Py i 73 2 2 Aryer
analiticas em 0: 7 + %-2 + 5727 + - - - trata-se de uma série de poténcias centrada em
0 e 23 — 8i uma fungdo polinomial) verificando g(0) = in/8 # 0. Conclui-se que 0 é
uma singularidade removivel de f;.

sendo g(z) = analitica em 0 (pois é o quociente de duas fun¢des

e Atendendo a que a funcio ¢™ — 1 ndo se anula nem em 2¢™/6 nem em 2¢°7/6

conjecturamos que ambas s3o pdlos simples. De facto

. eﬂ'Z _ 1
lim (z — 261”/6> z) = lim . e C\ {0},
z—2eim/6 fl( ) z—2eim/6 Z(Z + 21)(2’ — 26157r/6) \ { }
e
lim (z - 2ei57r/6) fi(z)= lim -1 e C\ {0}.
2—2€i57/6 2—>2€i57/6 Z(Z + 2i)(z — 2€i7r/6>
Conclui-se que 26/ e 2¢7/6 s30 pélos de 12 ordem de f;.
e Atendendo a que e 2™ — 1 = 0, conjecturamos que a singularidade —2i é removivel.
De facto
1 e —1
li = i . - li
A ) = e~ 2eo) (z — 2B7) - 2 4

! lim mwe™
(—2i — 2¢i7/6)(—2i — 2¢i57/6) z——2i
T

(—2i — 2€i7/6)(—2i — 2¢i57/6)

Conclui-se que —2i é uma singularidade removivel de f;.
e Quanto a funcio fo, fazendo o seu desenvolvimento em série de Laurent centrado em
0, obtém-se

e gz =1 gy = e s )

n=0




[1,0 val.]

valida em A(0,0,+00) = {z : 0 < |z| < oo}. Verifica-se que a parte principal da série
tem um nidmero infinito de parcelas, pelo que se conclui que 0 é uma singularidade
essencial de f5.

Assim

e (0 é uma singularidade essencial de f;

ir/6 i57/6

° 2¢ e 2e sdo pdlos de 1? ordem de f;

e —2i é uma singularidade removivel de f.
Para calcular o valor do integral vamos usar o Teorema dos Residuos. E facil de verificar
que

e (0 e —2i pertencem a regido interior a y;

im/6 i57/6

e 2e e 2e ndo pertencem a regido interior a .

Ent3o

%f(z) dz = 2mi (Res(f, 0) + Res(f, —21))

v
Dado que 0 é removivel de f e essencial de fs, tem-se que

Res(f,0) = 0+ Res(f2,0) = %

Por outro lado, —2i é removivel de f1 e ndo é singularidade de fo, tem-se que

Res(f, —2i) = Res(f1, —2i) = 0.

y%f(z)dZZ 72377

(b) Calcule, justificando cuidadosamente, os integrais

Finalmente

onde a curva é a mesma da alinea anterior.

Resolucao:

A fungdo g(z) é definida por uma série de poténcias centrada em zy = 0, como tal é uma fungdo
analitica no disco de convergéncia D = {z : |z| < R}. O raio de convergéncia pode ser dado
por

. lan] . n" . n \"
R im e im R im (n—1) —
. 1 1
n—1

(observe-se que a,, = W) pelo que se conclui que D = C, ou seja a fungdo g(z) é inteira.

Assim, por aplicacdo do Teorema de Cauchy

y%g(z) dz=0



[1,5 val]

e por aplicacdo da Férmula integral de Cauchy

9(2) ;, _ 2ml (5

Visto a fungdo ser inteira, pode ser desenvolvida em série de Maclaurin

g™
g(z)zzg nl(o)z” , VzeC.
n=0 )

Assim,

pelo que

. Determine o valor do integral

/‘X’ z— 2 p
—— _dx.
oo (2 +1)2

Resolucao:

Para z € C, considere-se f(z) = e para cada R € R a curva 'y como sendo a

Z J—
(22+1)2
fronteira do semicirculo {z € C : |z| < R, Imz > 0}, percorrida no sentido positivo. Dado
que as singularidades de f sdo i e —i e que apenas i estd no interior de I'p (para R > 1),

aplicando o teorema dos residuos resulta que
(z)dz = 2miRes(f,1).
g

Tendo em conta que
g=2

(z —1)2(2 +1)%’

verifica-s que i e —i sdo pdlos de ordem 2 da fungdo f(z). Assim:

flz) =

lim i L 2
z—i dz (Z+1)2
(z+1)2 -2(z+i)(z - 2)

Res(f,i) = lm o ((z—12f(2) =

z—i dz

T
zlg% (Z + i)4
—4—41(1—2) . 8i . i

(2i) T 16 2
Concluimos que:

—9 :
}A %dz:%ril:—ﬂ'.
FR(Z +1) 2

Por outro lado ' = Ip + g, onde IR é o intervalo [—R, R] C R e v a semicircunferéncia
parametrizada por z(t) = Re®, com t € [0, 7]. Desta forma

T, (224 1)2 1 (22 +1)2 yr (2 F1)2 77



[1,0 val ]

ou seja,

/R -2 +/ 2=2
-7 = ——dzx ——dz.
_p(x2+1)2 v (224 1)2
Tomando o limite de ambos os membros da igualdade anterior quanto R tende para infinito:
-2 z—2
- = —d li ——dz.
" /_oo(a:2+1)2 x—i_Rl—{réo g (224 1)2 :
Visto que, para |z| = R > 1,

2
2 +12 = |21 2 (P17 = (R -1
entao
z—2 - R+ 2
(224+1)2| — (R?2-1)%
Desta forma,
z—2 z— 2
d — 1 |d
/73(22+1)22 /m 2+ 1) |dz|
R+2 / (R+2)7R
< ldz]| = ~—%——— — 0
=17 /.y (- 17

Finalmente:

5. Seja f: D € C — C uma fungdo analitica em zyp € D. Mostre que existe um § > 0 tal que a
fungdo ﬁ é analitica em {z: 0 < |z — 2| < J}.

Resolucao:

Comegamos por notar que, sendo f analitica em 2, ent3o f é necessariamente analitica num disco
D(zp,n) para algum n > 0.

Se f(z0) # 0 entdo por continuidade de f existe um & > 0 tal que se z € D(z,d) entdo f(z) # 0
(ver nota). Como f é analitica em D(zg,7), entdo ﬁ ¢ analitica na intersecgdo destes dois discos,

ou seja, em D(zp,d), com § = min(é,7).
Se f(z0) = 0, seja p € N a ordem do zero de f em 2. Entdo f(2) = (2 — 20)PF(z), onde F
é analitica em 29 e F(29) # 0. Por continuidade de F' em zy, existe § > 0 tal que se z € D(zp,9)

~

entdo F'(z) # 0 (ver nota). Como f(z) = (z — 20)PF(z), entdo f(z) # 0 para 0 < |z — 29| < 9.
Como f é analitica em D(zp,7n), entdo ﬁ ¢é analitica na intersecgcdo destes dois conjuntos, ou seja,

em {z:0 < |z — 2| < 6}, com § = min(4, 7).

Nota: Se g : D — C € continua em zy e g(z9) # 0 entdo existe 6 > 0 tal que g(z) # 0 em
D(zp,0). Pois tomando € < |g(zp)| na defini¢cdo de continuidade, existe 6 > 0 tal que se |z — zp| < ¢



entdo |g(z) — g(z0)| < €. Desta forma, e desde que z € D(zp,9):
|9(z0)| = lg(20) — 9(2) + 9(2)| < |9(20) — 9(2)| +]g(2)| < €+ |g(2)],
lg(2)—g(20)| <
=lg9(z)—g(z0 €

o que mostra que |g(z)| > |g(z0)| — € > 0. Isto mostra que g(z) # 0 em D(zp,9). (O aluno poderia
usar este resultado sem o demonstrar).



