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1. Considere a equacio diferencial

d
et—i-y—Qe_t—i-(l—i—ye_t)d—gZ:O.

Determine um fator integrante que dependa apenas da varidvel ¢ e resolva o problema de valor
inicial y(0) = 0 indicando o intervalo maximo de defini¢do da solugdo.

Resolucao:

Chamemos M(t,y) = ¢! +y —2e~t e N(t,y) = 1+ ye t. A equacdo é entio M(t,y) +

N(t,y)% =0, e ndo é exacta pois

oM ON .
— =1%# — = —ye .
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Como sugerido no enunciado, procuramos agora um factor integrante u = u(t), ou seja, tal que

multiplicando toda a equacdo por u, ela se reduza a uma equagdo exacta. Para isso, u tem
necessariamente de satisfazer a equacgao
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dt N(t,y) ’

pelo que existe um tal factor integrante pu, sé funcao de ¢, se o termo < a]%(t ;;t ) for também

=N )

ou seja,

funcdo apenas de t. E, de facto,
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donde o factor integrante p = u(t) satisfaz a equagdo diferencial ordindria, linear homogénea,
dp
E = M,

e daqui concluimos que poderemos escolher p(t) = et.



Multiplicando ent3o toda a equacio inicial dada por e’ obtemos a nova equacio equivalente
(agora evidentemente exacta)

d
62t+yet—2+(et+y)£:0.

Existe, portanto, um potencial ®(¢,y), definido em R2, tal que

‘g—f:et+y.

Primitivando a primeira destas equacdes em ordem a ¢ obtém-se

e2t .
D(t,y) = & tye —2t+ a(y),

e substituindo na segunda equacdo podemos obter o termo «a(y) que resta:

2
et+o/(y):et+y<:>o/(y):y<:>a(y):%+c, ceR.

O potencial é assim dado por

€2t y2
d(t,y) = ?—i-yet —2t+Z +g,

2
e a solucdo na forma implicita por

Dty =co e +2el —dt+y’ =ce (+y)? -4t =,

com c arbitrdrio em R. Finalmente, usamos a condicdo inicial para determinar o valor de c,
especifico para o problema de valor inicial em quest3o:

c= (2 +y(0)>—4-0=1,
concluindo-se assim que a solu¢do do PVI, na forma implicita, é dada por

(el + )% — 4t = 1.

Esta equacdo permite explicitar 4y como funcdo de t. Assim, tem-se
(& +yt)? — 4t =1 e +y(t) = VI + 4t & y(t) = —¢' + /1 + 4L

Por fim, substituindo ¢ = 0 e usando a condicdo inicial, imediatamente se conclui que, dos dois
sinais possiveis na raiz quadrada, a solu¢ao do PVI corresponde ao sinal positivo

y(t) = —e* + /1 +4t.

O intervalo maximo de definicdo da solucdo €, evidentemente,

1
t e —Z, |,
onde y é C'. Relembramos que, apesar da raiz quadrada estar definida em ¢t = —%, ela ndo é

diferencidvel nesse ponto e por isso este ndo faz parte do intervalo maximo de definicdo de y
como solucdo da equacdo diferencial ordinaria.



2. Considere a matriz

2 -1
=17
[1,5 val] (a) Calcule e
[1,0 val.] (b) Determine uma solugdo particular para o sistema x’' = Ax + (0, €%').
Resolucao:

(a) Comegamos por determinar os valores e vectores préprios da matriz A. O seu polinémio
caracteristico det(A — A\I) tem raizes:

det(A—X) =0 (2-N?+1=02-A=dicA=2=+i

Donde se conclui que os dois valores préprios sdo complexos, necessariamente conjugados.

Basta-nos agora calcular os vectores préprios associados a apenas um dos valores préprios,
por exemplo A = 241, porque sabemos que para A = 2 —1i os vectores préprios sao também
conjugados. Assim,

. —-i -1 U1 . 0 -
det(A—)J)v-O@[ 1 _i}[w}—[o]évg— ivg.

Os vectores préprios associados a A = 2 + i sdo, portanto, da forma

[ ]=el5]

Conclui-se imediatamente que para A = 2 — i serdo
=al| . |.
V2 1

A matriz A é assim diagonalizavel, usando estes dois tipos de vectores proprios, linearmente
independentes, como nova base. Assim,

[y

A=SAS7H,
com
1 1 2+i 0
S = .. .-
—1 1 0 2—1
Por fim, et = SeAtS—1 e assim
r 2+i)t 1 _1
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(b) Uma solugdo particular do sistema ndo homogéneo pode ser obtida pelo correspondente

termo da férmula da variacdo das constantes

et / e~ *b(t)dt,

0 que, substituindo pela exponencial matricial calculada na alinea anterior, e pelo termo
n3o homogéneo do sistema dado b(t) = (0,e?) da

[ et cost —e3tsent

1 e 2tcost e 2tgent 0
2% 2% —ot —ot ot | dt
e“"sent e cost | —e sent e cost e

. [ e2tcost —e?tsent | sent dt
- eZtsent et cost ] cost

e“‘sent

[ _6215
= 0 ] .

o 2 e cost sen t

. [ et cost —e?tsent | [ —cost }

3. Considere a equacio diferencial

Y+ 2y = g(t)

sendo ¢(t) uma fungdo continua em R.

()
(b)

Determine a solucdo geral da equagdo no caso em que g(t) = 0.

Determine a solucdo da equagdo que verifica y(0) = ¢/(0) = 0 no caso em que g(t) =
Ssent + 8.

Resolucao:

()

Neste caso a equagdo é homogénea e pode escrever-se como
D?*y+2Dy =0« D(D+2)y =0.

A solucdo geral desta equacdo homogénea, de segunda ordem, ou seja, o conjunto de todas
as possiveis solucdes, constitui um espaco vectorial de dimens3o dois. Pelo que podemos
obté-la por combinagdo linear arbitraria de duas solugdes linearmente independentes (i.e.
uma base do espago das solugdes). Pela factorizagdo anterior concluimos que os valores
préprios do polinédmio caracteristico sdo A = 0 e A = —2, pelo que duas solu¢des linearmente
indepentes serdo y(t) = 1 e y(t) = e~ 2. O espaco gerado por esta base, ou seja, a solu¢io
geral da equacdo, sera assim dada por

y(t) =c1 + coe 2,

com c1,co € R constantes reais arbitrarias.

Para resolver este problema de valor inicial, para a equagcdo ndo homogénea, utilizamos o
método dos aniquiladores.

A funcgdo sent corresponde a existéncia dos valores préprios complexos (necessariamente
conjugados) i e —i, portanto o seu aniquilador é (D —i)(D +1i) = (D? +1). A funcio t
corresponde a repeti¢do dupla do valor préprio zero, ou seja é (evidentemente) aniquilada
por D2. Assim, o aniquilador do termo n3o homogéneo g(t) = 5sent + 8t é D?(D? +1).



[1,0 val]

4.

Aplicando este aniquilador a ambos os membros da equacdo ndo homogénea dada, obtemos
a equacdo homogénea aumentada

D3(D? +1)(D +2)y = 0,
cuja solucao geral é
y(t) = c1 + coe™ 2t 4 c3t + cat? + c5cost + cgsent.

De todos estes termos, os dois primeiros ja sabemos, pela alinea anterior, que correspondem
a solucdo geral homogénea, pela que uma solugao particular da equagao nao homogénea
corresponderd a

yp(t) = cat + cat? + c5 cost + cg sent,

com as constantes cs,c4,c5 € cg convenientemente escolhidas. Assim, substituindo na
equacdo original, e notando que

y;,’(t) = 2c4 — c5cost — cgsent,

e que
y;(t) = c3 + 2¢c4t — c5sent + cg cost,

obtemos
(2¢4 + 2¢3) + (4ca)t + (2¢6 — ¢5) cost + (—cg — 2c5) sent = 5sent + 8t,

donde resulta o sistema
2cy + 2c3 =0

404:8
266—6520
—cg —2¢c5 =5

e daqui se conclui que c3 = —2,¢4 = 2,¢c5 = —2 e ¢g = —1, ou seja a solugao particular é
yp(t) = =2t + 2t — 2 cost — sent,
e a solugdo geral ndo homogénea é
y(t) = c1 + coe™ 2 — 2t + 2t — 2cost — sent,

com c1,cy € R. Resta finalmente acertar estas duas tltimas constantes de forma a que a
solucdo y satisfaca a condicdo inicial. Para isso

y(0)=0<c1+ca—2=0,

y'(0)=0& —2c5 —2—1=0,
donde se conclui que ¢; = 7/2 e cg = —3/2, pelo que a solugdo do problema de valor inicial
é
e — 2t + 2t> — 2cost — sent.

(a) Determine o desenvolvimento em série de senos da fungdo

fz) =

—2r se 0<zxz<m
0 se m<x<2mw
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(b)

Estude a convergéncia pontual da série em R.

Resolva o problema de valor inicial e valores na fronteira

0 0?
a—z:(%—i—cost)a—az O<z<2m, t>0

u(t,0) =u(t,2r) =0 t>0

O0<zxz<2rm

u(O,x) = f($)

Resolucao:

(a)

Para escrever a fungdo f, definida em [0,27] como uma série de Fourier de senos,
comegcamos por considerar o prolongamento impar de f ao intervalo [—27,0]. Obtemos
assim uma fun¢do impar em [—27, 27| pelo que a correspondente série de Fourier, com
L = 27, terd os correspondentes coeficientes dos cosenos iguais a zero, e os dos senos

9 2

by, = o /. f(z)sen (%) dzx.

Mas f(x) = 0 para x € |7, 27] pelo que

1 ™
b, = —/ 2x sen (@) dx
s 0 2
4 < nr\1”T 4 nT
= — [az cos (—)} — cos (—) dx
nm 2 /1o 0 2
S (E) _ = [Sen (@)}
 nw i 2 n 2 /1o
N (@) 2 (@)
 onr 2 n 2 ’
Assim, a série de Fourier de senos de f é
S () = 2 sen (22 ) sen (22)
—n 2 ™ 2 2/

Como o prolongamento impar de f, em [—27, 27|, é seccionalmente C*, com descontinui-
dades em z = =+, o teorema da convergéncia pontual das séries de Fourier garante que a
correspondente série de senos converge, em cada = € [—2m, 27|, para

0 se T <lzx|<2m
s se x=-T

—T se T=m

-2z se lz| <

Nos restantes pontos de x € R a série converge para o prolongamento periédico, de periodo
47, desta funcao.

Observamos que a equacao diferencial parcial dada, assim como as condicdes de fronteira,
sdo homogéneas. E valido, por isso, o principio da sobreposicdo, ou seja, fungdes obtidas
por combinagdes lineares arbitrarias de solugcdes da equacdo e das condigdes de fronteira
ainda as satisfazem.



Vamos por isso usar o método de separagcao de varidveis, construindo solucdes gerais por
combinag3do linear (eventualmente infinita) de solu¢des mais simples, da forma u(t,z) =
T(t)X(x), para 0 < x < 27 e t > 0. Substituindo na equagdo diferencial parcial obtemos

T'(t) _ X"(x)
(2t +cost)T(t)  X(z)°

T' ()X (x) = (2t + cos t) T () X" (x) &

Esta igualdade s6 é possivel se as fun¢des dos dois lados da igualdade, de varidveis diferentes
x e t, forem ambas iguais a uma constante, digamos A. Portanto é equivalente ao sistema
seguinte, onde \ é um nimero real qualquer

{ T'(t) = X(2t + cost)T'(t)
X"(z) — AX (z) = 0.

A primeira equagdo é uma equagdo linear homogénea para 1'(t), cuja solugdo geral é
T(t) = AP Fsent) com A € R.
A expressao para as solucdes da segunda equacido depende do sinal de A\. Temos

BeVA® + Ce= Ve se A >0
X(zx)=<¢Bx+C seA=0
Bcosv—Xx+Csenv—Ax se X <O.

onde B, C sio constantes reais.
As condi¢des de fronteira homogéneas u(t,0) = wu(t,27) = 0 para as solugdes da forma

T(t)X (z) ndo nulas dizem que
TH)X(0)=Tt)X27) =0« {

Impondo estas condigdes as solugdes X () determinadas acima temos
(i) Para A > 0:

B+C=0 - B=0
Be\&%r_i_ce*\&%r =0 C=0
(i) Para A =0:
C=0 - B=0
B2r+C =0 C=0
(iii) Para A < 0:

B=0 B=0
{ Bcosyv/—A2m+ Csenv/—X2m =0 @{ C=00u+v—-\2m=nr

donde obtemos as solugdes ndo nulas X (z) = Csen (%) com n = 1,2,---, para
A= _n?
=

As solugbes ndo triviais da equagdo diferencial da forma T'(t)X(z) que satisfazem as
condicdes de fronteira s3o portanto as funcoes da forma

Asen (E) 67%(t2+sent)
2

comAeRen=1,2,...
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Procuramos agora uma solucdo formal para a equacdo e condi¢do inicial que seja uma
"combinag¢do linear infinita” das solu¢des obtidas acima:

o
nxr\ _n»%;20c0n
u(z,t) = ch sen <?) e~ T (Ftsent)
n=1
Substituindo esta expressdo na condigdo inicial u(0,2z) = f(x) obtemos
= nx
Z Cp sen (?) = f(x)
n=1

pelo que os coeficientes ¢, sdo os coeficientes da série de senos obtida na alinea anterior.

Sendo assim
4 (mr) 2 (mr)
¢p=—|cos|—) — —sen|—
n 2 ™ 2

e portanto a solugao é

_ 2.4 nm 2 nm NT\ _n (2 gent)
u(t,z) = Z — | cos <7) — —-sen <7) sen <?) e 4 .

5. Considere a constante real o e a matriz

-2
A= .
-1 0
Determine para que valores de o € R todas as solucdes do sistema x’ = Ax s3o limitadas, para
teRT.

Resolucao:

Os valores proprios da matriz A dada sdo, em termos de « dados por

det(A— M) =0 N 4+22+a=01=-1+£/1—a.

Serd o sinal da parte real destes dois valores préprios que determina se a correspondente expo-
nencial serd crescente, decrescente ou constante, e portanto se as solucdes serdo ilimitadas ou
limitadas. Em resumo, procuramos « para o qual os valores préprios tenham parte real menor
ou igual a zero.

Estudando os diferentes casos em detalhe, em primeiro lugar, para a < 0, tem-se que v/1 — a > 1
e consequentemente, dos dois valores préoprios Ay = —1 — /1 —a e Ay = —1 + /1 — «, este
dltimo Ao é positivo. As solucdes da forma e*?'v serdo evidentemente ilimitadas para t > 0,
donde neste caso nao se verifica a condi¢do exigida.

Para @ = 0 os dois valores préprios sdo \; = —2 e Ay = 0. Como sdo diferentes, os seus
respectivos vectores préprios, digamos vy e v, sdo linearmente independentes e a solucao geral
do sistema serd uma combinac3o linear de e=%!vy e vy, ambas limitadas em ¢ > 0 (a primeira
porque converge para zero, quando ¢ — oo e a segunda por ser constante). A solugdo geral serd,
por isso, também limitada.

Para 0 < a < 1 os dois valores préprios Ay = —1 —v/1—a e Ay = —1 4+ /1 — « sdo reais,
diferentes e ambos negativos. A solucdo geral, combinac3o linear de e*tvy e e*2tvy, é limitada
em t > 0 porque converge para zero, quando t — oc.



Para a = 1 os dois valores préprios sdo iguais A\ = Ao = —1, mas a multiplicidade geométrica
(ou seja, o niimero de vectores préprios independentes associados a este dnico valor préprio)
é apenas 1, porque a matriz A n3o é diagonal. Neste caso, como explicado anteriormente, a
exponencial matricial et obtida com recurso a forma candnica de Jordan, fard surgir, além de
termos da forma e, outros da forma te~*. Ambos convergem para zero, quando t — oo pelo
que estas solugdes também s3o limitadas em ¢ > 0.

Por fim, para @ > 1, tem-se que 1 — a < 0 e portanto os valores préprios sao complexos
conjugados —1 + iv/a — 1. Neste caso, a parte real dos valores préprios é negativa pelo que as
soluges, além dos termos oscilatdrios (senos e cosenos de (v/aw — 1)t) resultantes da componente
imagindria dos valores préprios, terdo também presente o termo e~! que fard as respectivas
solugbes convergir para zero, quando ¢t — oo pelo que estas solugdes também sio limitadas em
t> 0.

Conclui-se assim que todas as solucdes do sistema x’ = Ax sio limitadas, para t € R*, quando
a > 0.



