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INSTRUCOES

e Nao é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta, incluindo maquinas de
calcular.

e Justifique as suas respostas e apresente todos os calculos.

e Este caderno de exame inclui duas folhas em branco no final, que poderd utilizar como
rascunho ou para terminar outras respostas. Todo o caderno é para ser entregue no final da
prova, pelo que ndo poderd rasgar ou arrancar essas folhas.

Pergunta | cotacdo | classificacdo
1) 15
2) 15
3) a) 1,0
3) b) 1,5
3) c) 1,0
4) a) 1,0
4) b) 15
5) 1
Total 10
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[1,5 val] 1. Resolva o seguinte problema de valor inicial, determinando a sua solugdo na forma explicta
e indicando o seu intervalo maximo de existéncia:

(xy® —22) — (a® +2y2®)y/ =0, y(-2)=-2

Sugestao: Utilize um factor integrante da forma p(x).

Resolugdo: Denotemos por M (x,y) e N(x,y) as fungdes
M(z,y) = (zy® —2z),  N(z,y) = —(2° + 2ya?).

A equacgdo dada n3o é exacta, visto que as derivadas cruzadas destas fungdes ndo sdo iguais

oM

B ON B 9
8—y(w,y) = 2yx # e (z,y) = —(327 + dyz).

Seguindo a sugestdo, procuramos um factor integrante que seja apenas fungdo de x, u(z).

Isso significa que é possivel multiplicar toda a equacdo por um tal factor, de modo a torni-la
exacta, ou seja:

p(x) M (z,y) + p(z)N(z,y)y =0,

tal que
5 (@M )) = 5 (N @),

Desenvolvendo, obtém-se a equagdo diferencial ordindria, linear e homogénea, para p(z),
oM _ 9N
! oy ox
we) =\ 7 | #@),
( N(z,y) )

a qual sé faz sentido se o termo

OM _ ON
oy ox
N(z,y) ’

for apenas funcio de x. Mas, efectivamente,

oM ON

By e _ 2w+ 327+ dyo
N(z,y) —  —(2®+2ya?)

 3z(r +2y)
a?(z + 2y)

B 3

oz

A solucdo da equacgdo linear homogénea

3

' (z) = —;,u(x),

é dada pela férmula u(x) = e~/ 29 donde

A nova equacdo,



[1,5 val]

obtida da original, multiplicando-a pelo factor integrante y(z) = =3 encontrado, é exacta.

Para resolvé-la, precisamos agora determinar por primitivagdo o potencial ®(z,y), que tem
por gradiente as novas fungdes, ou seja

0P 0P y? 2 2y
Vo(z,y) = (%a 8_y> = <F - F’—l - ?> :

Primitivando primeiro em ordem a z, tem-se

od 2 2 y? 2
i R = (z,y) = —— + — +aly),

0 que, substituindo na segunda equacao,

0P 2 2 2
—:—1——y=>——y+o/(y):—1——y,
y x x x
permite concluir que
o(y)=-1=aly) =-y+C,

onde C' é uma constante real. A solu¢do geral na forma implicita é, portanto

y2

2
P(z,y) =0 - +-—y+C=0y’+2y—Czx—2=0
X X

Para terminar, usamos finalmente a condic3o inicial para determinar o valor de C' e explicitar
a solucdo. Assim, substituindo nesta equa¢do os valores de x = —2 e y = —2, concluimos

que C' = —3. E utilizando a férmula resolvente, para resolver a equacdo em ordem a y,
obtemos a expressdo explicita de y(x),

x 22 — 43z — 2)
onde o sinal da raiz foi escolhido de modo a satisfazer a condi¢3o inicial y(—2) = —2.

O intervalo maximo de definicio da solucdo é determinado a partir da condicio x? — 4(3z —
2) > 0, a qual tem por solu¢do o conjunto z €] — 00,6 — v/28[U]6 + /28, +00[. Como
pretendemos o intervalo maximo que contém o instante inicial x = —2, a resposta é portanto

] — 00,6 — V28].

2. Considere o problema de valor inicial

em que
3 5 0
A=|10 3 0
0 0 2

A

Determine a matriz e“'* e indique a solucdo do problema.

Resolugcdo: A matriz A ja estd praticamente na forma candnica de Jordan, com a excepgio

do termo 5 em vez de 1. Obviamente, os valores préprios sdo A = 3, com multiplicidade
algébrica 2, mas multiplicidade geométrica 1, e A = 2, com multiplicidade algébrica e
geométrica ambas iguais a 1.



Como a matriz ja estd essencialmente diagonalizada, também ¢é facil ver imediatamente
quais sdo os vectores proprios. Para A = 3, os vectores préprios sao apenas os miltiplos do
primeiro vector da base candnica, ou sejam, os vectores do tipo

a 1
v=|0]|=a| 0],
0 0

portanto formam um espago vectorial de dimens3o 1 (multiplicidade geométrica do valor
préprio A = 3), pelo que ndo se tém vectores préprio suficientes para a multiplicidade
algébrica do valor préprio.

Quanto a A = 2, os vectores préprios sdo apenas os miltiplos do terceiro vector da base
candnica, ou sejam, os vectores do tipo

0 0
v={0{=a]0
« 1

E necessdrio, portanto, recorrer a forma candnica de Jordan para determinar a matriz edt,

visto n3o se terem vectores préprios suficientes para formar uma base. Assim, a forma
candnica de Jordan associada & matriz A dada é

310
J=10 3 0],
00 2

e tem-se et = Se’/*S~1 onde S é a matriz de mudanca de base A = SJS~!, dada por

1 w1 0
S = 0 w9 0
0 w3 1

A primeira e terceira colunas de S s3o os vectores préprios linearmente independentes ja
encontrados (por exemplo fazendo o« = 1, nos dois casos) correspondentes aos valores
préprios A = 3 e A = 2. Para a segunda coluna de S é necessdrio, para completar a mudanca
de base, determinar um vector préprio generalizado w associado a segunda repeticdo de
A =3,

Aw =v +3w & (A-31)w = v,

ou seja
0 5 0 wy 1
00 O wy | =10
0 0 —1 w3 0

Daqui se conclui que w; € Rywy = 1/5,w3 = 0. Entdo, escolhendo por exemplo w; = 0,
temos

1 0 0 100
S=10 1/5 0 |, St=10 5 0],
0 0 1 001
donde
1 0 0 et tedt 0 1 00 et Btedt 0
eMt=g8ets ' =10 1/5 0 0 et 0 050|=]|0 € 0
0 0 1 0 0 e 0 0 1 0 0 e
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Finalmente, a solugdo do problema de valor inicial do sistema homogéneo, é dada, recorrendo
a esta matriz exponencial, por

36 5(t—2)e3t6 0 0 (10 — 5t)e3t=6
X(t) _ eA(tf2)X(2) _ 0 e3t—6 0 1| = _o3t=6
0 0 6215*4 1 e21574

3. Considere a equacio diferencial
y' +y=b(z) (1)

em que b(x) é uma fungdo continua.

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea associada.
(b) Considere
b(x) =2x —1—2cosz.
Determine a solugdo de (1) que verifica as condi¢des iniciais y(0) = 1 e /(0) = 0.
-2

coszT

(c) Determine uma solugdo particular de (1) no caso em que b(x) =

Resolucdo: (a) A equagdo homogénea associada é
v +y=0
que, fazendo v’ = Dy, pode ser escrita na forma
(D*+1)y=0

O polinémio caracteristico associado, P(R) = R? + 1 tem raizes 41, pelo que a solu¢cio
geral é
y(r) =acosxz+bsenx |, a,beR

(b) Por ser uma equagdo linear ndo homogénea, a sua solugdo geral é da forma

y(x) = ya(r) +yr(z)

em que yg(z) € a solugdo geral da equagdo homogénea associada (ou seja a solugdo de-
terminada em (a)), e yp(x) uma solu¢do particular. Atendendo a forma de b(x) vamos
considerar

yp(x) = u(z) +v(z)

sendo wu(x) uma solucdo particular da equacdo 3y’ +y = 2x — 1 e v(z) uma solugdo
particular da equacdo y” +y = —2cosx. Para determinar u(z) iremos utilizar o método
dos coeficientes indeterminados. O polinémio aniquilador de 2z — 1 é D?. Entdo

(D*+1)y=2x—1 = D*(D*+1)y=D*2x—-1) = D*D?*+1)y=0

O polinémio caracteristico associado, P(R) = R?(R? + 1) tem raizes +i (simples) e 0
(dupla), pelo que a solugdo geral da equagdo é

y(x) =acosz+bsenz + cx +d

Comparando com a solugdo obtida na alinea (a), concluimos que a forma da solugdo u é
cx + d. Vamos determinar as constantes c e d de forma a que

Wtu=2r—-1 & (cx+d)"+cx+d=22-1 & c=2, d=-1



pelo que u(x) = 2z — 1.

Para determinar v(x) iremos tambem utilizar o método dos coeficientes indeterminados. O
polinémio aniquilador de —2cosx é D? 4 1. Entdo

(D?*4+1)y = —2cosz = (D*+1)(D*+1)y= (D*+1)(—2cosz) = (D*+1)*y=0

O polinémio caracteristico associado, P(R) = (R? + 1)? tem raizes +i (duplas), pelo que
a solucdo geral da equacgdo é

y(r) =acosx +bsenx + crcosx + drsenx

Comparando com a solugdo obtida na alinea (a), concluimos que a forma da solugdo v é
cx cos x + dx senx. Vamos determinar as constantes ¢ e d de forma a que

V' +v=—-2cosr & (cxcos:ﬂ—i—d:vsen:v)"—i—c:r:cos:v—{—d:vsenx:—QCos:c
& —2csenz + 2dcosx = —2cosw

& =0, d=-1

pelo que v(z) = —x sen z.

Conclui-se que yp(z) =2z — 1 — z senx e a solugdo geral de (1) é
y(r) =acosz+bsenx +2x — 1 —zsenx
Para que as condicGes iniciais se verifiquem:

y0)=1 = a—-1=1 = a=2

Y(0)=0 = b+2=0 = b=-2

donde se conclui finalmente que a solucdo pedida do problema de valor inicial é

y(r) =2cosx —2senx +2r — 1 —xsenx

(c) Para calcular a solugdo particular da equagdo no caso em que b(z) = , € conveniente

utilizar a férmula da variacdo das constantes visto n3o ser possivel aplicar o método dos
aniquiladores. Assim, uma matriz Wronskiana associada 3 equa¢do homogénea 3"/ +y = 0
é

—SsSenxr CcosT

W(z) = [

COS T sen T :|
)

pelo que

- -1
yp(z) = | cosz senx]/ o8 senx} [ _02 }dw

| —Senx cosw CosT

[ cosx —senzx 0
= [ CcoOST senx ] o | dx
senx  CcosT

Ccos T
2senx
= [ cosSxT senzx ] / Coszx dx

—2log(| cos z) }

= [ COST senwx ] |: —9

= log(cos 2 z)cosx — 2 sen x.
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4. Considere o problema de valores na fronteira e valor inicial

em que f: [0, 7] — R é definida por

0 se z€l0,F]

f(x):{ z se z €]

(a) Determine a série de Fourier de cosenos de f e indique a sua soma para cada valor de
z e R.

(b) Resolva o problema (2).

Resolugdo: (a) A série de cosenos de f serd da forma

Secosf(z + g ayp, cos(nx)

sendo os coeficientes obtidos pelo prolongamento par da fun¢do f dada ao intervalo [—, 7],

2 [T 2 [T
2 M waw=2 [ car=Z
™ Jo ™ Jr/2 4
e, integrando por partes,
2 (" 9 [T
= —/ f(z) cos(nz) dx = —/ x cos(nzx)dr =
T Jo T Jr/2

= < — % sen (712_77) + % (cos(mr) — oS (%)) )

Entao

Seos f (@ i (— — sen <712_7r> + 2(7:n12)n - % cos <n_277> > cos(nx)

Em [, ], o prolongamento par da funcdo f é seccionalmente C, pelo que se tem que a
série converge para

—r se —m<x< -3

s __x

T se r=—3
Seosf(x) =4 0 se —-FT<x<F

T s

1 se 1’—5

T se s<z<m

e em R a série converge para a extensdo periddica de periodo 27 desta func¢3o.

(b) Iremos utilizar o método de separacdo de varidveis para determinar solu¢des ndo nulas
da equagdo diferencial que verificam as condi¢des de fronteira. Considere-se u(t,z) =
T(t)X (x). Substituindo na equagdo

ou  0%u

ou_ P T . X'
ot Ox?

T(t) - X(x)

= 3t u o T't)X(z)-THt)X"(x) =3t>T(t) X (z) =



Atendendo a que a igualdade de uma fungdo de ¢ com uma func¢3o de x sé é verificada para
todos t e x se ambas forem iguais 8 mesma constante, teremos que para A € R constante

T'®#) L2 X"(z)
T(t)_3t =A e X0 =
Por outro lado
%(t,O) —0 = T(H)X'(0)=0 = T() =0 Vt ou X'(0) =0
T

dado que procuramos solucdes n3o nulas, a funcdo T n3o pode ser identicamente nula e
como tal é necessario que X’(0) = 0. E de igual forma

%(M) —0 = X'(n) =0

Vamos entdo resolver os seguintes problemas

ey {?/(()—)A:Xxi(g):o e (P2) T'=(\+3)T

O problema (P1) é um problema de valores préprios: iremos determinar para que valores de
A o problema admite solucdo ndo identicamente nula. Resolvendo a equacdo, teremos que

Ax + B se A=0
(D2 = XN)X =0 = X(z)=1{ Ael* 4 Be H* se A=p2>0
Acos(ur) + Bsen (uxr) se A= -—p?<0

Atendendo a que X'(0) = X'(m) = 0 teremos que as solu¢des de (P1) serdo da forma

B se A=0
0 se A>0

X(@) = Acos(nz) se A<0, A=-n?, neN
0 se A<0, \#—n?

Concluimos que, o problema (P1) admite

e )\ =0 relativo a solugdo Xy(z) =1

e para cada n € N, A = —n? relativo a solugio X,,(x) = cos(nz)
Para estes valores de \, o problema (P2) terd entdo as solugdes

o se A =0, Tp(t) = e’
e paracadan e N, T, (t) =e

t3—n2t

- ~ . . . 2 o
Temos entdo que as solucSes da equacio diferencial parcial % — % = (3t?)u que verificam
as condicdes de fronteira sdo

o se A =0, ug(t,z) = e

e para cada n € N, uy(t,x) = e’ "t cos(na)

e pela linearidade da equacdo aplica-se o principio da sobreposicdo, pelo que fazendo a
“combinacdo linear infinita” das solucGes obtidas anteriormente por separacdo de varidveis

o
u(t,z) = coe’” + Z Cpel cos(nz)
n=1
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é tambem solucdo formal da equagdo e condi¢les de fronteira. Finalmente, para determinar
as constantes ¢, iremos utilizar a condi¢do inicial. Assim, para que u(0,z) = f(z) sera
necessario que

co + ch cos(nx) = f(z) =z €]0,n|
n=1

ou seja as constantes ¢, sdo os coeficientes da série de Fourier de cosenos da fungdo f(x)
em ]0, [ que determinamos na alinea (a). Entdo a solu¢do do problema é

3 . 1 2(-1)" 2
u(t,z) = et 4 Z < — . sen <T> + ( 2) — — cos <E> >e*”2t+t3 cos(nz)

8 2 ™ ™ 2

n—

. Seja y a solugcdo do problema de valor inicial

y =t(l+y*)(seny+3) ,  y(0)=1.

Mostre que o intervalo maximo de existéncia de y é da forma |a, b[, em que a e b s3o reais
verificando a < 0 < b.

Resolucdo: O problema, pela forma como estd posto, j& assume o conhecimento de que a

equacio tem solucdo (nica, o que é dbvio pela aplicacdo do Teorema de Picard-Lindeloff.

O que se quer ndo é, portanto, justificar existéncia e unicidade, mas sim que o intervalo
maximo de existéncia da solucdo Unica é limitado. Ou seja, pretende-se mostrar que os
extremos desse intervalo s3o reais, pelo que a solucdo n3o tem tempo de vida infinito, nem
para t > 0, nem para t < 0. Por outras palavras, quer-se mostrar que a solugdo explode em
tempo finito, nesses dois casos.

Procedemos por comparagdo com uma equagao que consigamos resolver.

Com efeito, porque é sempre seny + 3 > 1, tem-se para t > 0,
t(1+y?) < t(1+y*)(seny +3),
pelo que a solugdo do problema de valor inicial
W=t u(0) =1,
satisfaz, para todo o t > 0, na interseccdo dos intervalos de definicio,
u(t) < y(t).

Mas u(t) pode obter-se explicitamente, de forma bastante facil, visto a sua equagdo ser

separavel:
ul

t d t
T t= /0 Ts arctan(u(s))ds = /0 sds,
donde

t2 T
arctan(u(t)) — arctan(l) = 3 = u(t) = tan 3 + 1)

Concluimos portanto que, para t > 0, quando t — \/g—
. 0
lim  wu(t) = tan(=) = +o0,
>3- :

pelo que, sendo y(t) > wu(t), a solugdo y(t) terd que obrigatoriamente explodir também
antes de t = /Z. Assim, para t > 0, o intervalo maximo de definicdo de y(t), [0,],
satisfaz obrigatoriamente b < \/g



Para t < 0 ndo podemos usar directamente a mesma comparacdo acima, visto o teorema
de comparacdo em questdo ser vdlido apenas para t > ty. Temos que fazer uma mudanca
de varidvel na equacdo diferencial, e alterd-la, de modo a converter t < tg, em t > tg. Ora
a mudanc¢a Sbvia é fazer a substitui¢do §(t) = y(—t): agora, o intervalo desejado ¢t < 0,
da solugdo original y(t), corresponde a t > 0 da nova fungdo ¢(t), como pretendemos. A
fung¢do g(t) satisfaz a nova equagdo diferencial

7(t) = =/ (=) = =(=t)(1 + y* (1)) (seny(~1t) +3) = t(1 + 7°(t))(seng(t) + 3).

Por outras palavras, a fungdo 3(t) que, para t > 0, descreve a evolugdo da solucdo original
y(t) para t < 0, satisfaz exactamente a mesma equagdo

§ =t(1+§°)(seng + 3),

que a fungdo original. Pelo que a comparagdo anterior mantém-se exactamente igual e
concluimos portanto que, para ¢ > 0 a fungdo y(t) explode obrigatoriamente antes de

t= \/E donde para ¢ < 0 a solugdo original y(t) explodird também antes de t = — /5.

Conclui-se finalmente assim que o intervalo maximo de definicdo de y(t), é da forma ]a, b,

com
Tca<o<b<, /|t
g =4 =\
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