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ANALISE COMPLEXA E EQUACOES DIFERENCIAIS
TESTE 2A - 15 DE JUNHO DE 2009 - DAS 11H AS 12:30H

Apresente e justifique todos os calculos

1. Determine explicitamente a solu¢dao do seguinte problema de valor inicial, indicando o
intervalo maximo de definicdo da solucdo:

dy 'y t

Sugestao: Faca a substituicdo v = ¥.

Resolugao: Seguindo a sugestdo, faz-se a substituicdo y(t) = twv(t). Entdo y'(t) =
v(t) + tv'(t). Donde a equagdo passa a escrever-se, para a nova incégnita v(t), como

1
v+t = v—=
v
1
st = —=
v
1
s = —-,
t

ou seja, obtivemos uma equacao separdvel na qual o lado esquerdo pode ser visto como
a derivada, em ordem a t, de v2/2,

do(t)? 1
a2t

Para integré-la e obter a solugdo v(t) usaremos desde j4 a condigdo inicial. Em termos da

nova fungdo v ela escreve-se v(1) = v — 1, pelo que a integracao da equacgao separavel

1
se faz:

t 2 t
/ iv(s) ds = / —lds
p ds 2 1S

& 5 " o = logl —logt
v(t)? 1
& = — —logt
2 2 %

so(t)? = 1-—log(t?).

Para obter a expressdo explicita para v(t) hd que resolver esta equagdo. Duas fungdes
se obtém: +4/1 — log(¢#?). Mas como a condi¢3o inicial, em ¢t = 1, corresponde a uma
solugdo v(1) = 1 com valor positivo, destas duas fun¢des v(t) sé poderd ser a que tem

sinal positivo, pelo que
v(t) = /1 — log(t?).

Finalmente, hd que desfazer a substituicdo inicial para obter explicitamente a solu¢do y(t)
que procuramos, ou seja

y(t) = to(t) = t\/1 — log(t?).
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O intervalo maximo de definicao é obtido procurando o maior intervalo aberto que contém
o instante inicial £ = 1 e onde a funcdo é continuamente diferencidvel, o que, no nosso
caso, é dado pelas restricdes t # 0 e 1 — log(t?) > 0. Assim,

log(t?) < 1
st < e (t#0),

e concluimos finalmente que o intervalo maximo de definicdo desta solugdo é |0, \/e].

2. Determine a solucao geral do sistema

' =dx+ 2y

Yy =—-3xr—uy.

Resolugao: A matriz do sistema

(4 2

A= 2

tem como valores préprios as solucoes da equagdo

4— )\ 2 2 B
3 121 =\ -3\+2=0.

As solucdes sdo A = 2 e A = 1 logo a matriz A é diagonalizavel. Os vectores préprios
associados ao valor préprio 2 s3o as soluces da equacao

% LJf] [

ou seja, os multiplos do vector [ . Os vectores préprios associados ao valor préprio 1

-1
sao as solucdes da equacao

5 -

ou seja, os miultiplos do vector

w

L™ 2
Conclui-se portanto que a solugdo geral do sistema é

o] = [+ [

com cq,co € R.

3. Considere a equagdo
y" + 4y = g(t).

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea associada.

1
(b) Resolva o problema de valor inicial dado por g(t) = —2t;y(2) =1;9(2) = 0.
sen

(c) Resolva o problema de valor inicial determinado por g(t) = §(t—1);y(0) = ¢'(0) = 0.

Resolucgao:
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(a) A equagdo homogénea pode escrever-se (D? +4)y =0 (D +2i)(D —2i)y=0e
tem portanto solugdo geral y(t) = ¢; cos 2t + ¢ sen 2t com ¢, ¢ € R.
(b) Tendo em conta a resposta a alinea anterior, a matriz Wronskiana da equag&o é dada
por
cos 2t sen 2t
wit) = {—2 sen 2t 2 cos 225}

que tem inversa

1 .
W) = sen2t Lcos2t

2

1 2cos2t —sen2t|  |cos2t —% sen 2t
2cos?(2t) + 2sen2(2t) [2sen2t cos2t | :

A férmula da variagao das constantes diz-nos entdo que a solucdo do problema de
valor inicial é dada por

y'(2)

cos 4 K
= |cos2tsen?2t + |cos 2t sen 2t / { cos s } d
[ e } [sen 4] [ t } 9 g 5

2sen2s

—1t-2
= cos(2t) cos4 + sen(2t) sen4 + [cos 2t sen 2t] {1 2 ) t}
Zlog|sen25|‘2

y(t) = [cos2tsen2t] W1(2) {y(Q)} 4—[cos2tser12t]/£t14f1(5){ y } ds

sen 2s

1 1
= cos(2t —4) — i(t —2) cos(2t) + 750 2t(log | sen 2t| — log | sen 4|).

(c) Aplicando a transformada de Laplace a equagdo e denotando como habitualmente a
transformada de Laplace da fun¢do y(t) por Y (s) temos

L") +4L(y) = LO(t—1))

s?Y (s) — sy(0) — ¢/'(0) + 4Y (s)
(s> + )Y (s) = ¢

(s)

= 6_8

—S

Yi(s €

244
Conclui-se portanto que a solucdo do problema de valor inicial é

yi) = £_1<s;:4>

= H@—lﬂf1<§i4)u—4)

— %H(t —1)sen(2(t — 1)).

onde H(t) designa como habitualmente a fungio de Heaviside.

4. Considere a fungao

0 sel<ax<2

ﬂ@_{l se0<z<1,

(a) Determine a série de senos de f(x) indicando os valores para os quais converge a
série obtida.
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(b) Resolva o seguinte problema

Pu—2u 1y, (0<az<2,t>0)

u(0,t) = u(2,t) =0,
u(z,0) = f(z), %—”j(x,O) =0.

Resolucao:

(a) Para obter a sére de Fourier de senos da funcdo dada, com x € [0, 2] é necessario
fazer o prolongamento impar desta fungdo ao intervalo [—2, 0] (os valores das fungdes
nos extremos destes intervalos sdo indiferentes, porque nao modificam os valores dos
integrais envolvidos nas férmulas dos coeficientes).

Devido ao prolongamento impar, os coeficientes dos cosenos anulam-se e os coefi-
cientes dos senos passam apenas a ser dados por

b, = %/OL f(x)sen (n_zx) dzx.

Neste nosso caso L = 2 pelo que a férmula anterior reduz-se a

[ (Yt = [ Zeon (")) = 2 (1 on (1))

0
Assim, a série de Fourier de senos da fungdo f(x) dada é

S22 (1-eos () s (55).

Visto que o prolongamento impar da funcdo f é seccionalmente C'[—2 2], entdo
sabe-se que em R a série converge para uma funcdo periddica, de periodo 4, a qual,
em cada = € [—2,2], é igual a média dos limites laterais do prolongamento impar de
f nesse ponto, ou seja
(0se —2 <zr< -1
1 _

—5sex=—1

—1lse —1<z<0

Osexz =0

lsel0<z <1

1 _

ssex=1
(Ose 1 <z <2

(b) Como sempre, comegamos por procurar solu¢des ndo triviais (ou seja, ndo nulas)
por separagdo de varidveis, ou seja, da forma X (z)T'(t). Substituindo na equagido
obtemos:

X(@)T"(t) = X"(2)T(t) + X (2)T'(t)
T// t X//
0 _ X',
T(t) X(x)
Agora, duas fung¢des de varidveis independentes diferentes - neste caso t e = - sé
podem ser iguais se forem ambas constantes, pelo que se tem
T//(t) X//(x)

0 = -\ e X () +1=-=A\
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Daqui resultam duas equagdes diferenciais ordindrias, para T'(t) e X (z), sendo que as
condi¢Bes de fronteira u(0,¢) = u(2,t) = 0 sdo incorporadas na escolha das fung¢des
X(z) de modo a satisfazerem X (0) = 0 e X(2) = 0. Assim, temos que procurar
solucbes ndo nulas dos problemas

T"(t) + AT(t) = 0
X"(2)+ A+ DX(2) =0,  X(0)=X(2)=0.

O problema de valores préprios e fungdes préprias
X'(@)+ A+ DX(@) =0,  X(0)=X(2) =0,

foi j& exaustivamente estudado nas aulas. Ha que procurar solugdes ndo nulas X (z)
satisfazendo as condi¢des de fronteira impostas, sendo para isso necessario estudar
separadamente os trés casos A +1 < O0A+1 =0e A+ 1 > 0 visto as solugdes
da equacdo de segunda ordem serem diferentes, consoante estes casos. Sabemos,
do mesmo estudo feito nas aulas, que com as condicoes de fronteira nulas os casos
A+1<0eX+1=0 apenas dao solugdes triviais. Ja para A+ 1 > 0, em que a
solugdo geral da equagdo é X (z) = Acos(v A+ 1x)+ Bsen(v/ A + 1x), substituindo
nas condi¢cdes de fronteira X (0) = X (2) = 0, verifica-se que para os valores de A
discretos

Ap = -1, n=123,...

se tém as solucdes nao triviais

"”), n=123,...

X, (x) = sen (T

Usando estes valores )\, na equagdo de segunda ordem, para T'(t),

n?m?

TV (t) + ( - 1) T,(t) = 0,

2.2 ~ . e ~
e como para qualquer n > 1 os termos 2~ — 1 s3o positivos, obtém-se a solucao
2

geral
2.2 2.2
Tn(t):Acos( n27r —1t>—|—Bsen< n27r —1t>.

Determinaram-se assim todas as solu¢des nio triviais, da forma X (z)7'(t), que sat-
isfazem a equacao diferencial parcial e as condi¢cGes de fronteira:

2.2
X ()T, (t) = Asen (?) oS ( n27r -1 t) +

nmwx n2m2
+Bsen(7)sen 5 —1t].
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Finalmente, fazem-se as combinacGes lineares infinitas de todas estas solucdes de
modo a satisfazer as condices iniciais.

A condi¢des iniciais em t = 0 sao duas, porque a equacao envolve duas derivadas
parciais na variavel ¢. Temos que comegar por satisfazer u(z,0) = f(z) donde, pela
férmula anterior da solucdo se tem:

u(z,0) = ian sen (?) = f(z),

concluindo-se que os coeficientes a,, sdo os coeficientes da série de Fourier de senos
para f(x), ja obtidos na alinea anterior. Assim

2 nmw
ayp = — (1 — COS (—)) )
nm 2
Para a outra condig¢do inicial em t = 0, %—?(m,O) = (, derivando a nossa solucdo
u(z,t) acima, em ordem a t, e substituindo ¢t = 0, obtém-se

o © 2,2
a—?(x,O)zZ}( n27r —1) bnsen<?>20,

n—

de onde se conclui trivialmente que todos os b, = 0.
A solugdo final do problema é entdo dada por

u(z,t) = Z 712_7r <1 — cos <%>> sen <%> cos (\/ n227r2 -1 t) :

n=1

5. Mostre que se f : [0,1] — R é uma funcdo de classe C* com k > 1e fU)(0) = fU(I) =0
para 0 < j < k — 1 entdo existe uma constante C' € R tal que

C

com b,, os coeficientes do desenvolvimento de f em série de senos.

Resolucao: Os coeficientes do desenvolvimento de f em série de senos sao dados por

b, = %/Olf(x) sen (%ﬂ) dx.

Como f é de classe C* podemos integrar por partes k vezes. Em cada integracio por
partes surge um termo n no denominador. Por exemplo, na primeira integracao por partes:

2L wsen (Y ar = 2 ([aweos ()] [ e (150 )

_ 2 Ol f'(z) cos (Zﬂ) du,

nm
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onde usdamos as condicdes de fronteira dadas, para as derivadas de f nos extremos do
intervalo, na dltima igualdade.

Agora, como o intervalo é limitado e fechado e a fungdo tem derivada continua, o
integral é limitado por uma constante independente de n:

cos dx / |f'(z)|dx,
pelo que se tem entéo:
C
|bn| < —
n’
com
o 2l @)lde
T

Repetindo exactamente este procedimento de integracao por partes, k vezes, no caso de
uma func3o ser de classe C*, obtém-se o resultado pedido.



