Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Problemas propostos para as aulas praticas

|Semanas 7 e 8 - 25 de Outubro a 5 de Novembro de 2010|

1. Determine a série de Laurent da func¢ao f(z) na vizinhanga do ponto zg, isto é, valida em
0 < |z — 20| < R, indicando o valor de R em cada caso.

2) J)=—"r, @=0 b fl)=2 2=0
1—cosz sen z
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2. Para cada fungao e regiao indicada, determine as séries de Laurent respectivas:
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3. Determine a série de Laurent de nas seguintes regioes:

(a) 0<|z—i] <2.
(b) 2<|z—i .

e calcule os seguintes integrais:
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10.

Seja P(z) um polinémio e v uma curva simples e fechada em C, percorrida uma vez no
sentido directo, e que néo intersecta o conjunto dos zeros de P(z). Mostre que o valor de
1 P'(2)
2mi J, P(2)

é igual ao numero de zeros (contando multiplicidades) de P(z) que pertencem ao interior
da curva 7.

Determine e classifique as singularidades das seguintes funcgoes, e calcule os residuos cor-
respondentes.

2 file) = 2
b) fQ(Z) (22+2)2
C) f3(2) 27(11 22)

Considere a funcao

1
9(z) = sen T

Mostre que g(z) nao possui uma singularidade isolada em z = 0.

Seja f uma fungao analitica no ponto zy. Mostre que a funcao g(z) = Zf_(zz)o possui em 2

uma singularidade removivel, caso f(z9) = 0, e um polo simples de residuo f(zp), em caso
contrario.

h(z)/g(z) tem um pdlo de ordem 1 em z = zy, sendo h e g analiticas

Suponha que f(z) =
0. Mostre que

em zp e h(z) #

Res(f, z0) =

Considere as curvas 73 = {z € C: |z| = 1} e 75 = {z € C : |z 4 27i| = 1}, percorridas
uma vez no sentido directo. Calcule o valor dos integrais

f; g(2)dz,

para cada uma das seguintes func¢oes complexas:

1 z— 2

() ()= ——, (i) =) =Fen(z), (i) g(2) = .

Utilize o teorema dos residuos para calcular os seguintes integrais no plano complexo, em
que as curvas de Jordan indicadas sao percorridas uma vez no sentido positivo
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13.
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Calcule o seguinte integral

7{ < 22 ) 1 )
—— + 2°sen ——— | dz,
c \sen (7mz) (z—1)

onde C é a elipse |z — 1| + |z + 1| = 3, percorrida uma vez no sentido positivo.

Recorrendo ao Teorema dos Residuos, mediante a escolha de um contorno de integragao
adequado, estabeleca os seguintes resultados:
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Seja f(z) uma funcao analitica no conjunto A = C — {z1,...,2,}. Observe que a fungao

F(z) = 2 f(2) possui uma singularidade isolada em z = 0. Define-se o residuo de f em
00 por:

Res(f,00) = —Res(F(z),0).

Mostre que se v C A é uma curva simples, fechada, percorrida no sentido directo, que
contém os pontos {z1, ..., 2,} no seu interior, entdo:

/f(z) dz = —2mi Res(f, 00).



