Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Problemas propostos para as aulas praticas

|Semana 3 - 27 de Setembro a 1 de Outubro de 2010

. Use coordenadas polares para determinar a imagem dos seguintes conjuntos através da
aplicagao z — z + %

a){zeC:|z] =1} b) {z€ C: |z > 1} c){zeC:|z| <1}

. a) Mostre que para todo o a € C\ 0 e b € R se tem |a’| = |a|’.

b) Em que condicoes se verifica a igualdade loga® = bloga, para nimeros complexos

a#0eb?

. Calcule os seguintes limites ou mostre que nao existem

a) lim 22 b) lim %2200 ) fiy et d) lim(1 +4)™"
e) hmZ*_iZth% f) hmz_mse% g) lim, 0 seiehn(jz) h) hmz_’o%

. Ao longo de que rectas passando pela origem (identificadas por Arg(z) = const.), existe
o limite lim,_, |€*|?

. Para que valores de z é convergente a sucessao nz"?

-
. Mostre que, se |z| > 1 entao lim — = co.
n

. Determine as partes real e imaginaria das seguintes fungoes de variavel complexa e indique
os pontos de C onde sao continuas:

a) Re(2) D)z <) || d) 22 e)zlz]
f) eCos 2 g) ]Og (Z+2) h) (3_152)3 1) (361;:;)2

. Mostre que, se f é continua em 2y € Dy e f(20) # 0, ent@o existe uma bola centrada em
2o tal que f(z) # 0 para todos os pontos z € Dy nessa bola.

. Determine os dominios de diferenciabilidade e de analiticidade das seguintes funcoes, isto
é, os conjuntos de pontos de C onde admitem derivada e onde sao analiticas, calculando
a derivada onde ela exista:

a)zy —ix b)a? —y?+2zy o) 2 —y+i(r—y?) d)2*—3z e)cos(3z) —i
f) Im(2%) g) Re(z) + Im(z) h) z(e”* — e %) i) |2|z j) ez
k) ze* )i-z



10. Deduza as equacoes de Cauchy-Riemann, em coordenadas polares, da seguinte forma. Seja
f:AC C — C uma fungao definida num conjunto aberto A, tal que f(z) = u(z) +iv(2),
para z € A. Seja T : RTx]0,2r[— R?\ {(z,0) : > 0} a aplicagdo da mudanga de
coordenadas polares dada por T'(p,0) = (pcos®, psenf) = pe? (Naturalmente, qualquer
outro intervalo de comprimento 2w, para dominio dos angulos 6, serviria igualmente).
Defina (p,0) = u o T(p,0) = u(pcosh,psend) = u(pe?) e o(p,0) = vo T(p,0) =
v(pcosf, psend) = v(pe?).

a) Mostre que T', como aplicacao de R? em R?, é continuamente diferencidvel e tem uma
inversa, também continuamente diferenciavel.

b) Usando o teorema da diferenciagao de fungoes compostas, em R?, mostre que f ¢
analitica no conjunto A\ {z +iy : x > 0,y = 0} se e s6 se (u,0) : T"'(A) — R? é
diferencidvel e satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann polares, em 71(A)

ou  10v 00 104

o pd6  Ip  pob
c¢) Determine a férmula para f'(2) = f'(pe?) em coordenadas polares, em funcao das

derivadas parciais de % e v em ordem a p e 6.

d) Sabendo que a funcio logz é dada em coordenadas polares por logz = log(pe®) =
log p + 16 verifique que ¢é diferenciavel e determine a sua derivada.



