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INSTRUCOES

e N3o é permitida a utilizacdo de quaisquer elementos de consulta, incluindo maquinas de
calcular.

e Justifique as suas respostas e apresente todos os célculos.

e Este caderno de exame inclui duas folhas em branco no final, que podera utilizar como
rascunho ou para terminar outras respostas. Todo o caderno é para ser entregue no final da
prova, pelo que ndo poderad rasgar ou arrancar essas folhas.

Pergunta | cotagdo | classificacdo
1) a) 0,5
1) b) 1,0
1) o) 0,5
2) 2,0
3) a) 0,5
3) b) 1,0
3) o) 1,0
4) a) 1,0
4) b) 15
5) 1,0
Total 10
Nome:
Ne°: Sala:

Curso: Ribrica (DOCENTE):




[0,5 val ]

[1,0 val.]

[0,5 val ]

1. Considere a equacdo diferencial

2

e** sen(x) 9% dy
£ N =~ o,
< 2y y) (e )dx 0

(a) Mostre que a equagdo ndo é exacta mas que admite o factor integrante u(z,y) =
2ye 2
(b) Determine na forma explicita a solu¢do da equagdo que verifica a condigdo inicial
_ V2
y(0) = =5

(c) Justifique que a solugdo do problema de valor inicial da alinea anterior é tnica, e
determine o seu intervalo maximo de defini¢c3o.

Resolucao:

e?® sen(z)
2y

nas duas regides simplesmente conexas R, = {(z,y) € R? |y >0} e R_ = {(z,y) €

R? | y < 0}. Portanto existe uma fungcio ®(z,t) definida em R, (respectivamente

9D _ 9P _ )
emR,)tanue%—Meay—Nseesose

(a) Sejam M(x,y) = —ye N(z,y) = €2¥ + 1. Estas fungeds sdo de classe C'*

oM  ON

a—y = % em R+ (resp. R_)

Tem-se
oM e?* sen(r) ON
oy 292 Ox
Portanto ®(z,y) ndo existe, e a equagdo ndo é exacta. Usando a fungdo u(z,y) =
2ye~ 2% obtém-se

2%,

p(a,y) - M(z,y) =sen(z) — 2y’ pu(z,y) - N(z,y) = 2y(1 + e 2)

) o ) o
a—y(#-M)=—4y62 (- N) = —dye™?".

Logo p(x,y) é um factor integrante da equagio.
(b) No plano a equagio uM +pNy' = 0 é exacta. Primitivando, a funcdo sen(z)—2y%e=2®

na varidvel z, obtém-se

®(z,y) = —cos(z) + y’e > + f(y).

Como %—(5 = 2ye™ % + f'(y) = 2y(1 + e~2%), segue-se f'(y) = 2y, e a solucdo da

equacio é dada implicitamente por y2 (1 + 6_2“*’) — cos(x) = constante. Utilizando a
condi¢do inicial (0, —v/2/2), obtém-se

1
y? (1+ 6_2$) —cos(z) = 3 (2)—1
B cos(z)
v= 1+e 22

(c) A solugdo ¢ dada implicitamente por ®(z,y) = y* (1 + e 2*) — cos(z) = 0. Ora, ®
é uma fungdo de classe C2?. Quando %—j(ﬁﬂo,yo) = 2yg(1 + e~2%0) £ 0, o teorema
da Fungdo Implicita garante a existéncia de uma funcdo Unica ¢: U — V, em que
U={z||r—2] <a}eV ={y||y—yl < B} tal que (z,y) = 0 para
(r,y) € U x V se e sé se y = ¢(x), e assim obtém-se uma solucdo tnica definida num



[2,0 val ]

aberto U que contém x(. Segue-se que o intervalo maximo de definicdo da solucdo é
] - 77/27 7T/2[

Note-se que

0% 0P

I _ R

o ( 0,00\ (9?®9d 0°P 0O / 09\ ?

oy ox’ 0y )  \0y2 0xr Oxdy dy oy )
Portanto a condigdo 2yo(1+e~2%0) # 0, ou seja yo # 0, também garante que f(x,y) é
continua, e continuamente diferencidvel na varidvel y, pelo que sdo vélidas as hipdteses

do teorema de Picard. Conclui-se que se yo # 0, o problema da valor inicial y(x¢) = yo
tem uma solucdo tnica num intervalo aberto que contém z.

2. Determine a solucdo do problema de valor inicial

¥ =2x+y
Yy =—x+4y
com z(—1) =1ey(—1) =1.

Resolucao:

O sistema escreve-se na forma matricial x’ = Ax como
o | 2 1 T
v | -1 4]y

Os valores préprios da matriz A sdo obtidos pelos zeros do seu polindmio caracteristico
det(A — \I) =0,

2-NA-N+1=0 N -61+9=0s (A—-3)*=0.

Portanto hd apenas um valor préprio, A = 3, com multiplicidade algébrica 2.

Procuramos agora os correspondentes vectores préprios através do sistema (A — AI)v =0,

-1 1 (%] . 0
-1 1 () - 0 ’
Como tem que obrigatoriamente acontecer, as duas equacdes deste sistema s3o linearmente

dependentes, de modo a existirem solu¢des n3o nulas. Os vectores préprios, neste caso, sdo
dados ent3o pela relacdo v1 = vo,

ul=la]=al ] eerio

O espacgo préprio tem portanto dimensdo um, pelo que a multiplicidade geométrica do valor
préprio A = 3 é um. Faltam por isso vectores préprios - um, neste caso - para comple-
tar uma base de dois vectores préprios linearmente independentes, ambos necessariamente
associados ao mesmo valor préprio A\ = 3 repetido duas vezes. A matriz A ndo é, por
isso, diagonalizavel pelo que somos forgados a recorrer a forma candnica de Jordan e a
correspondente exponencial matricial e para obter uma matriz solucio fundamental.



[0,5 val ]
[1,0 val]
[1,0 val]

Sabemos ent3o, da dlgebra linear, que
A=85J5"1 e A =g5ets,

em que J é a forma candnica de Jordan associada a matriz A e S é uma correspondente
matriz de mudanca de base. Assim,

131 Jt et tedt
‘]_[0 3} € _[0 et |

A matriz S de mudanca de base terd um vector préprio na sua primeira coluna, sendo que
a sua segunda coluna terd um vector préprio generalizado a determinar

o 1 w1
=il

em que o vector préprio generalizado w da segunda coluna é dado pela equagdo (A—AI)w =

Vv, ou seja
-1 1 wy | |1 o W — w4+ 1
11| |wy | T TRTIT

Uma solugdo possivel é fazer w; = —1 e wy = 0, a qual permite completar a matriz S,

1 -1 1| 0 1
S = { 1 0 ] e consequentemente ST = [ 1 } .

Tém-se agora todos os ingredientes para calcular a exponencial matricial

1 -1 et tedt 0 1 (1—t)ed te3t
At __ Jto—1 __ _
¢ =SS _[1 OHO e3tH—1 1}_[ —te3t (1+0)ed |

Alt—to)x, ou seja,

[m)}:[ g3+ (t+1)e3(t“)][1]:[63”3}

—(t+1)e3(t+1) (2_|_t)€3(t+1) 1 o343

Finalmente, a solu¢do do problema de valor inicial é dada por x(t) = e

. Considere a equacio diferencial

y" =2y + 2y = h(t).

(a) Determine a solugdo geral da equagdo homogénea associada.

(b) Sendo h(t) = 4t + 6 determine a solugdo da equagdo que verifica y(0) = 3/(0) = 0.

et

cost’

(c) Determine a solugdo geral da equagdo para h(t) =

Resolucao:

(a) A equagdo homogénea é
(D* —2D +2)y = 0.

O polinémio caracteristico é P(R) = R? — 2R + 2, e as suas raizes sio R = 1 £ 1.
Assim, a solucdo geral da equa¢do homogénea é:

yr(t) = Ae' cost + Be'sent.



(b)

A equacdo
Y — 2y + 2y = h(t) = 4t + 6¢* (1)

pode ser resolvida pelo método dos coeficientes indeterminados.

O polinémio aniquilador de h(t) = 4t +6e* é P4(D) = D*(D —2). Aplicando P4 (D)
a ambos os membros da equagdo (1):

D*(D —2)(D —1—1)(D —1+1i)y = D*(D —2) (4 + 6e*) =0 (2)

As raizes do polinémio caracteristico da equag¢do homogénea (2) sdo 1 +1i (com mul-
tiplicidade 1 cada), 0 (com multiplicidade 2) e 2 (com multiplicidade 1). Consequen-
temente, a solugdo geral da equagdo (2) é:

y(t) = Ae'cost+ Be'sent + C+ Dt+ Ee”

N~

yu(t) yp(t)

Dado que yg(t) representa a solugdo geral da equacdo homogénea associada a (1),
conclui-se que (1) tem uma solugdo particular da forma yp(t) = C + Dt + Ee?.
Substituindo yp na equacdo diferencial obtém-se:

ABe® — 2D — 4Ee% 4 2C + 2Dt + 2Ee® = 4t + 6,

ou seja
(2C — 2D) 4 2Dt + 2Ee*" = 4t + 6e*,

para qualquer t € R. Desta forma, C =D =2e E = 3.
A solugdo geral da equagdo (1) é:

y(t) = yu(t) + yp(t) = Ael cost + Be'sent + 2 + 2t + 3¢*
Como y/(t) = Ael cost — Aelsent + Be'sent + Be! cost + 2 + 6e, resulta que:

y(0)=0 [ A+2+3=0 o[ A=
= A+B+2+6=0 B=-3

Assim, a solucdo do problema de valor inicial é:
y(t) = —5el cost — el sent + 2 + 2t + 32

Alternativamente, poder-se-ia utilizar a transformada de Laplace para resolver o P.V.1.

Para determinar uma solu¢do particular da equacgdo

y' =2y +2y = (3)

podemos utilizar a férmula de variacdo das constantes.
Atendendo ao resultado da alinea (a), uma matriz wronskiana é dada por:

t) =
W() etcost —elsent e

el cost el sent D cost sent
tsent + ef cost cost —sent sent—+ cost

A sua inversa é, ent3o:

Wﬁl(t) ot [ sent +cost —sent }

sent —cost cost



Desta forma:

t
yp(t) = [e'cost etsent]/ e ® [ SEN.s - cos 5 sens] { eOS } ds

Sens — Cos s COS s

t [ _sens
= [etcost etsent]/ [ C1°55 } ds

log | cos t|
t

= e'cost log|cost| +te' sent

COS s
= [et cost e'sen t] {

A solugdo geral da equagdo (3) é, ent3o:

y(t) = ya(t) + yp(t) = Ae' cost + Be'sent + €' cost log | cost| + te' sent.

4. Considere a funcido

l—a se0<z<1,
flz) =
0 sel <z < 2.
[1,0 val] (a) Determine a série de senos de f(z), indicando os valores para os quais a série obtida

converge, para cada z € R.

[1,5 val.] (b) Resolva o seguinte problema

Pu—924 (0<z<2t>0)
w(0,8) = u(2,t) = 0,
u(z,0) =0, gﬁf(x 0) = f(z).

Resolucao:

(a) ParacadaneN

2 [? ! 2 4
:—/ j’(az)sen@dx:/(1—ac)senwd:r::———senE
2 /o 2 0 2
Tem-se entdo que a série de senos da fungdo f é
nwx L nwx
senf Z b SN = Z <’rL7T n27T2 2 > sen 2

Por esta série ter sido obtida como a série de Fourier da extensdo impar de f(x) ao
intervalo [—2,2], tem-se que para x € [—2, 2]

0 se ze€[-2,-1]UJL2]
i(i_ 4 Senn_ﬂ>senmm_ —z—1 se z€]—1,0]
— n?m? 2 2 )10 se =0

1—z se z€0,1]

e para qualquer z € R a soma da série iguala a extens3o periddica (de periodo 4) desta
funcdo a R.



(b) Pretende-se entdo encontrar a fun¢do u(x,t) verificando o problema de valores na
fronteira e inicial

( 0%u 0%u

w(0,t) =u(2,t) =0 ¢t>0

u(z,0) =0 z €]0,2[

%(w,O) = f(x) x €]0,2]

Comegamos por notar que a fungdo f(x) ndo é a fungdo identicamente nula pelo que
a solugdo do problema (4) tambem n&o o sera.

Dado que tanto a equag¢do como as condi¢des de fronteira sdo homogéneas, vamos
utilizar o método de separacdo de varidveis para determinar solugdes n3o nulas do

problema
0%u 0%u
92— t 2
55 = 953 >0, z€)0,2[ 5
w(0,t) =u(2,t) =0 ¢t>0
u(z,0) =0 z €]0,2[
da forma

u(z,t) =T(t) X (x)
O objectivo é encontrar T'(t) e X(x) ndo identicamente nulas, tais que u(x,t) =
T'(t)X (x) é uma solugdo de (5). Substituindo na equagdo diferencial, obtém-se

2 2 " " T
%(T(t)X(x)) :9%@(15))(@)) o T'OX (@) = 9T X" (z) < 9TT8 - ((x))

Observe-se que, separadas as varidveis, pretende-se que para todos ¢t > 0 e = €]0, 2]
uma funcdo de ¢ (gT—ég) iguale uma funcdo de x ();(gf))) Para que tal se verifique é
necessario que ambos igualem uma constante, isto é, para A € R

T”(t) )\ X”(IE) B

9T (%) ¢ X@)
Por outro lado, atendendo as condi¢cdes de fronteira e a condi¢do inicial nula

e u(0,t) = 0 implica T(¢)X(0) = 0 e como tal ou T'(¢) é a fungdo identicamente
nula ou X(0) = 0. Dado que a primeira hipdtese ndo pode ocorrer (implicaria
u = 0) tem-se que X (0) = 0.

e u(2,t) = 0 implica T'(¢) X (2) = 0 e como tal ou T'(t) é a fungdo identicamente
nula ou X (2) = 0. Dado que a primeira hipStese ndo pode ocorrer, tem-se que
X(2) =0.

o u(z,0) =0 implica T(0) X (z) = 0 e como tal ou X (x) é a fungdo identicamente
nula ou 7(0) = 0. Dado que a primeira hipdtese ndo pode ocorrer (implicaria
u = 0) tem-se que T'(0) = 0.

Temos entdo dois problemas para resolver - correspondentes a duas equacdes diferen-
ciais ordindrias

X" XX =0 T" = 9\T
(P1) { X(0) = x(@2) =0 ° P2 { T(0) = 0

Comegamos por resolver o problema (P1), que é um problema de valores préprios.

Assim:
X'-AX=0 & (D*>-)NX=0

Teremos ent3o trés casos possiveis:



A =0 — A equacio é D?X = 0 o que implica X(z) = Az + B, A, B € R;
A >0 (A= pu?) — A equagio é (D — p)(D + p)X = 0 o que implica X (z) =
Aet* + Be M.
A< 0(\=—w?) — A equagio é (D + iw)(D — iw)X = 0 o que implica
X (x) = Asen(wzx) + B cos(wz);

Os casos A =0 e A > 0, combinados com as condicdes de fronteira, produzem apenas

a solugdo nula. Conclui-se que qualquer A > 0 n3o é valor préprio de (P1). Para o
caso A < 0, tem-se que

X(0)=0 = B=0
X(2)=0 = Asen(wz)=0
pelo que,
A=0 = X(x)=0
ou
sen(2w) =0 = w= n_277 = X (x) :seanLac7 comn €N
Temos assim que \ = —w? = —”24“2 e X(r) = sen "Z*, para n € N, sdo os valores

préprios e as correspondentes funcdes proprias associadas.

Para resolver o problema (P2), utilizaremos apenas os valores préprios de (P1), dado
que para outros valores de A a tnica solugdo de (P1) é a nula. Assim, para cadan € N

9n272 9n2r2 3nmt 3nmt
'+ T =0 = (D+—)T=0 = Ty(t) = apsen =+, cos

Dado que T'(0) = 0 tem-se que 3, = 0 e assim, para cada n € N a solugdo de (P2) é

3nmt
T,(t) = sen %

Resolvidos (P1) e (P2), podemos concluir que as solugdes (4) da forma u(z,t) =
T(t)X (x), que verificam condi¢Bes de fronteira nulas e a condi¢do inicial nula, sdo as
funcoes da forma

nme 3nmt
un(x,t) = T, (t) X, (z) = sen —osen—o— ., ne N (6)
Por sobreposicao, a solucdo da equacio diferencial que satisfaz as condicées de fronteira
e a condig¢do inicial nula serd (formalmente):

> nwT 3nmt
u(z,t) = g 1ﬁn Sen —— sen ——
n=

Para determinar as constantes (f3,) utilizamos a condi¢do inicial %(:U,O) = f(z).

Resulta que
o

5 U " = 1

n=1

Pela alinea (a), para todo z €0, 2]

/2 4 nmw nwT
f(z) = Z <— — —5—5 sen 7) sen ——



[1,0 val.]

pelo que se conclui que para cada n € N

3 2 ( 2 4 nﬂ') 4 (1 2 mr)
=—|———F=sen— ) =-—F5—5(l——sen—
" 3nm\nm n2r? 2 3n?m?

Tem-se entdo que para t > 0 e = €]0,2[ a solugdo de (4) é

i 4 (1 2 nm > 3nmt nmwx
= — —sen — ) sen sen —.
— 3n272 nmw 2 2 2

5. Seja f uma funcdo de classe C'(R), periédica, de periodo 2L. Mostre que os coeficientes

an € b, do desenvolvimento de f em série de Fourier

—i—Zancos( )+b sen<n2x>,

satisfazem lim a, =0e lim b, = 0.
n—oo n—oo

Resolucao:

Para n > 1 os coeficientes a,, da série de Fourier podem ser calculados, integrando por
partes a férmula habitual e usando a propriedade dada de diferenciabilidade da fungdo f,
através da expressao

= %/_LLf(x) Ccos (n_zm) dx = n—lwf(x)sen <n_7lrlac> ‘fL—i f( ) sen <$> dzx.

nm

O primeiro termo, da diferenca de primitivas em L e —L, é nulo devido a periodicidade de
2L da fungdo f e da fungdo trigonométrica.

Os coeficientes a,, ficam assim apenas reduzidos ao integral final da expressdo anterior, o
qual pode ser estimado por

mr/ f'(z)sen <nL >dw

Mas f 1 |f'(x)] da é simplesmente uma constante real, donde este tltimo termo tende para
zero quando n — oo o que implica, pelas desigualdades anteriores, que também |a,| — 0.

lan| =

< L/L f'(z)sen (mm)‘dx . LL‘f’(xﬂdx

nmjJ_r, nm

Para os coeficientes b,, os célculos e raciocinio sdo inteirmente iguais.



