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UMA RESOLUCAO

1. Seja u(z,y) = 3cos(z) cosh(y) + a(z)y — y3, em que o : R — R é uma fungdo de classe

2
(a)

(b)

R).

Determine a forma geral de a(x) de modo a que u seja a parte real duma fungdo
inteira f: C — C.
Resolucao:

Como a fungdo a é de classe C%(R), u é de classe C?(R?). Sendo R? um dominio
simplesmente conexo, u é entdo a parte real duma funcdo f holomorfa em todo o
dominio C se e s6 se for harménica, isto é, Au = 0.

Mas

Pu 0%u
922 " o

donde a condicido Au = 0, para qualquer (x,7) € R2, é equivalente a

Au = =d(x)y — 6y,

o’ (x) =6,
a qual, primitivando duas vezes, da
az) = 32% + Az + B,

com A, B € R, constantes arbitrdrias reais.
Considerando a(z) = 322 + 2, calcule f/(7).
Resolucao:
A derivada f(2), de f(z +iy) = u(z,y) + iv(z,y), é dada, em termos das derivadas
parciais das suas partes real u(z,y) e imagindria v(z,y) por
ou . Ov Ou  Ou
/ _ Y I ._.
F(z) = ox +18m ox lay
Observe-se que, pela segunda destas férmulas, é possivel calcular a derivada de f
usando apenas a parte real u(z,y), sem nunca ter de determinar o seu conjugado
harménico v(z,y).
Entdo, usando u(z,y) = 3cos(x) cosh(y) + (322 + 2)y — y3 obtém-se

f'(z +1iy) = (=3sen(z) cosh(y) + 6zy) — i(3 cos(z) sinh(y) + 32 + 2 — 3y?),
e substituindo por x =7, y =0

f'(m) = —i(372 +2).



z ) .
0,5 val. c) Calcule o valor de L dz, onde a curva é percorrida uma vez no sentido
5 p
|z|=2010 (z—m)
inverso.

Resolucao:

Pela férmula integral de Cauchy, visto que f é holomorfa em todo o plano complexo e
que obviamente z = 7 se encontra no interior da circunferéncia de raio 2010 centrada
na origem, tem-se

7f() Z = 2Tl
%2010 (z —m)? I 2mif(m).

Mas como nesta pergunta o integral é percorrido no sentido inverso, o integral pedido
vale portanto

—27if! (1) = —2mi(—i(37% + 2)) = —67° — 4,

de acordo com a derivada calculada na alinea anterior.

2. Considere a fungdo f : C\ {2} — C definida por
f) = g 2
z) = ) ze® .
[1,0 val] (a) Determine o desenvolvimento em série de Taylor de f em torno de zp = 0, indicando

justificadamente qual o seu raio de convergéncia.

Resolucao:
Usando a série geométrica obtém-se

n

111 Nz )
z—2__§'1—z/2__22n+1 se 2] <2

n=0
Como €% = > > n, para z € C, segue-se que a série de Taylor de f em torno de
20 = 0¢é
[e.e] o0 oo
1 2n+1 -1 2n 1 1 2n+1
> o 2n+1 s Z =D 1?1 > ol antl )7
n=0 n=0 n=0

e o raio da convergéncia é 2.

[0,5 val ] (b) Aproveite o resultado da alinea anterior para determinar

f///(z) B
y|§z|1 Bl

Seja g(z) uma fungdo analitica em {z : |z| < 2}. Usando a férmula integral de Cauchy

-
tem—seyg 9G) _ ﬂg”'(()). Como f"'(z) é uma fung3o analiticaem {z : |z| < 2},
|2[=1

Resolucao:

24 3!
obtém-se
1" (2) 2mi d® 2mi (6) 2mi  —1 15
- = e — _in2
51% o= galt ()z:o B0 =Sty = —img



[1,0 val]

[1,0 val.]

(c) Obtenha o valor do integral / f(2)dz, em que C é a curva parametrizada por y(t) =
C

3cos(t?) +1i2sen(t?), com t € [0, ¢/37/2].

Resolucao:
Considere o conjunto

; 3
Q:{ZGC:z:2+rewonde—g<9<ger>0}.

Para z € €, define-se Log(z — 2) = logr + i, em que z = 2 + re?. Assim obtém-se

uma funcdo analitica com d% Log(z —2) = —15 e C C Q. Logo

z—2
eZQ ( \3/ 3m/2)

/ f(z)dz = [Log(z —-2)+ 5
© 7(0)

e 4 e?
=Log(—i2 — 2) + - Log(3 —2) — 5

_31 9 eg—e*4+,57r
T % 2 1

3. Considere a funcio

f(z) = Ze_ri(izi + sen <%> .

(a) Determine e classifique todas as singularidades de f, calculando os respectivos residuos.

Resolucao:
Escrevemos f(2) = f1(2) + f2(z), onde fi(z) = ie_nz(‘rizl) e fa(z) = sen (%)

z

As singularidades de f; sdo todas as solu¢des da equagdo e~ % — 1, ou seja z = 2k,
com k € Z. Note que fo é analitica em qualquer uma das singularidades de fi, sendo
que por isso fy ndo contribui para a parte principal da série de Laurent de f vilida
numa regido do tipo 0 < |z — 2kmi| < e.

No caso k£ = 0, ou seja, o da singularidade z = 0, sen 3z também se anula. De facto,
usando a regra de Cauchy,

lim sen(3z) — lim 3 cos(3z) _ 3

z—0e" % —1 z—0 —e %

pelo que z = 0 é singularidade removivel de f; e de f e
Res(f,0) = Res(f1,0) =0

Em alternativa, para classificar a singularidade 0, podemos utilizar as séries de Mac-
Laurin das fun¢des sen(3z) e e~ . Assim, para € > 0 suficientemente pequeno e todo
0<|z|<e

32)2 32)*
(3z) — (3;)3 + —(3;.)5 —.. (3 (1 — ! 3!) + % - ) 0
fi(z) = 1 P 1 = L .2 =2 G(2)
—Z+2—‘—3—|+...— Z<—1—|—2‘ 3_‘_|_ )



Atendendo a que a a fungdo G é analitica em 0 (dado que é um quociente de séries
de poténcias convergentes em |z| < €) e G(0) = —3 # 0, conclui-se que 0 é uma
singularidade removivel de f; (e de f), e como tal Res(g,0) = 0.

No caso k # 0, temos que (usando também a regra de Cauchy):
sen(3z) z — 2kmi

li — 2kmi = sen(6kmi) li —_—
B T B L e

= —isenh(6k7) lim

z—2kmi —e ™%
_senh(6km)
27

st = isenh(6k)

—6_
Assim, z = 2kmi, com k € Z \ {0} sdo polos simples de f e

Res(f,2kmi) = Res(f1,2kmi) = lim (z — 2kmi) sen(3zi = i senh(6km)

z—2kmi e % —

No que diz respeito a funcdo fo, ela tem apenas a singularidade z = ¢, sendo que f;
é analitica em i. Desenvolvendo fy em série de Laurent em torno de i (basta usar a

série de Taylor da funcdo seno em poténcias de w = %) obtém-se:
oo
-1 n22n+1 1 9 23 25
fQ(Z):Z( ) Nontl - 3t ~5 T
2n+1)! (z—q)*nt z—1 3l(z—1) 5(z —1i)

n=0

(valida para |z —i| > 0). Conclui-se entdo que z = i é singularidade essencial de f; e
de f e que, recorrendo a série acima e a definic3o de residuo:

Res(f,i) = Res(f1,i) =a_1 =2

[1,0 val.] (b) Aproveite o resultado da alinea anterior para determinar
;é f(z)dz.
\szi\:%w
Resolucao:

As singularidades de f contidas no interior da curva sdo z =0, z =i e z = 2mi. As
restantes singularidades de f, que sdo z = 2kwi com k € Z \ {0,1}, estdo a uma
distancia de ¢ maior ou igual a 37 e, por isso, pertencem a regido exterior 3 curva

|z — mi| = 21w, Pelo teorema dos residuos:

§1§ f(z)dz = 2mi <Res(f, 0) + Res(f,i) + Res(f, 2m’)>
IZ—T(iI:%ﬂ'

= 2mi(2 4 isenh67) = mw(e O™ — %7 4 4i)
[2,0 val ] 4. Utilizando o teorema dos residuos, determine o valor do integral

o0 1
——dzx.
/0 (22 +4)2 v

Resolucao:



Seja:
1

(22 +4)*
Consideremos o caminho fechado e simples Cr = Ig + ', onde I'r é a semicircunferéncia

|z| = R, Imz > 0 percorrida no sentido directo e I é segmento do eixo real que une —R
a R.

As singularidades de f sdo as soluces de 22 + 4 = 0, ou seja, z = +2i. Note que sio
ambas zeros de ordem 2 de (22 + 4)2, pelo que sdo polos de ordem 2 de f(z)

fz) =

Com R suficientemente grande (basta R > |2 4 i| = v/5), a lnica singularidade de f no
interior de Cr é z = 2i. Desta forma, pelo teorema dos residuos:

dz

———— = 2miRes (f,2i).
7& (22 +4)?

Como 2i é um zero de ordem 2 de (22 + 4)2, a singularidade z = 2i deverd ser um é polo

de ordem 2 de f. De facto,

1

.  on)\2 _ 1 v
Jim (2 = 20)°f (=) = lim, == ARk

pelo que z = 2i é um polo de ordem 2 de f e:

, [ d . m (41
Res(f,2i) = Zh_)HQIZ (@ [(Z - 22)2f(z)]> - zh—l;IQlZ <£ m>
) 2 1

= lim =— = —

2—2i (z + 2i)3 (49)3  32i

Assim: p p 1
z z i
S —  _omi— =~ 1
/,R a2 " /rR (Z+42  "32i " 16 (1)
Por outro lado, na curva |z| = R (e para R > 2):
L PV S
(22 +4)2| 7 |22 =4 (R2-4)
Assim:
dz 1 1 TR
— | < 2| £ =—=—= dz| = —%—= — 0
fomvmls e < e
quando R — oo. Logo:
. dz
lim 0.

Rosoo Jp, (22 +4)2

Alternativamente, pode justificar o resultado acima atendendo que f(z) = SE?' onde P(z)
e QQ(z) sdo polinémios tais que Grau Q(z) — Grau P(z) =4—0> 2.

~—|

Tomando agora o limite quando R — oo na igualdade (1), obtém-se:

/OO dz o
oo (P24 4)2 16

Como f(x) = =z 7y € uma fungdo par, resulta que:

/°° dx _l/oo dx o
o (@242 2 ) (22442 32



[1,0 val ]

5. Seja f uma fun¢do holomorfa na regido 0 < |z — 29| < R, para algum R > 0. Mostre que,

se f é limitada nessa regido - ou seja, se existe um M > 0 tal que |f(z)| < M, para todos
0s pontos z nessa regido - entdo zg é uma singularidade removivel de f.

Resolucao:

Pelo teorema de Laurent, a fungdo f admite um desenvolvimento em série de Laurent

f(z) = Z an(z — 2z9)" para 0< |z — 2| < R, (2)
onde . )
z
an = =— SA 2 S
210 J]s—zg|=e (2 — zp)"HL

com € €]0, R[. Sendo M um majorante de |f(z)| na regido 0 < |z — z9| < R, paran <0 e
qualquer € €]0, R[:

al <
|z—z0|=¢€

como lir% Me™™ = 0, concluimos que a,, = 0, para qualquer inteiro negativo n ou seja, a
€E—

parte principal da série (2) é nula. Assim sendo, a singularidade zy é removivel.

f(z)

— - d
(z — zo)"1 <

6n—|—1 n+1

|dz| < §I§ M |dz| = £2776 =Me ™
|z—z0|=¢€ €

Resolucao alternativa:

Vejamos em primeiro lugar que existe e é nulo o limite:

lim ( — 2) £ (2)

Z—20

Sendo M um majorante de |f(z)| na regido 0 < |z — 29| < R,
(2 = 20)f(2)] = [z = 20| |f (2)| < M|z — 20| para 0 <[z —z| < R.

Dado que lim M|z — 29| = 0 usando a desigualdade anterior podemos concluir que
Z—20

lim |(z — 20)f(2)| =0

Z—r20
o que implica que
lim (z — 20)f(2) =0 .

Z— 20

Assim, z € uma singularidade removivel da fungdo ¢(z) = (2 —zp) f(z) donde (e atendendo
a que @ é analitica na regido 0 < |z — 29| < R):

(z—20)f(2) = bo+by(z—20)+ba(z—20) %+ - -+bp (2—20)"+ - - para 0 < |z—zy| < R.

Note que by = lim (z — z9) f(z) = 0, pelo que
Z—Z20

(z— 20)f(2) = bi(z — 20) + ba(z — 20)* 4 -+ + bp(z — 20)" + - - -

ou seja
f(z) =bi4+ba(z—20) + -+ bp(z—20)" +---

(na regido 0 < |z — z9| < R). Desta forma, z; é singularidade removivel.



