Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Problemas propostos para as aulas praticas

'Semana 5 - 19 a 23 de Outubro de 2020

. Determine se as seguintes fungoes sao primitivaveis no dominio indicado e em caso afir-
mativo determine uma primitiva.

a) z%* em C b) COZSZ em C\ {0} c) 2(21_1) em C\ {0,1}
d) z(zl—l) em C\{z+0i:0<2<1} e) f(x+iy) =3y+2>—y*+i(2xy — 3x) em C

. Seja f holomorfa numa aberto A e v um caminho fechado em A. Mostre que, para todo
0 Zp que nao esta sobre a curva percorrida por v se tem
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Obs: O caminho nao é necessariamente homotopico a um ponto em A nem zy € A.

. Determine todos os possiveis valores do integral

Z COS 2
j[ 5 dz,
C z +1

onde C' é uma qualquer curva de Jordan, seccionalmente regular, contida em C\ {i, —i}.

. Paraa € Cer > 0, designe-se por v(a,r) o caminho v(t) = a+re®, (t € [0,2n]). Calcule
j{ (22 + 1) 'dz para:
v(a,r)

. Calcule o seguinte integral
7{ 23+ €*
-5 4z,
|z4ij=2 2+ 2 — 2

em que a curva é percorrida uma vez no sentido directo.

. Seja I' C C a elipse |z — mi| + |z — 27i| = %’T, percorrida no sentido positivo. Calcule
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Usando o valor do integral f\z|=1 %dz, prove que
™
/ e“%cos (sen §)df = .
0

Considere a funcao complexa definida por
f(z) = fe +iy) = 2 —y* = 20y + 2y +i (2° — v + 20y — 22) .

Justificando pormenorizadamente a sua resposta, determine o valor do integral

onde C'={z € C: |z —i| = 4} é percorrida uma vez no sentido directo.
Poder4 existir uma fungao analitica em C cuja parte real seja u(z,y) = e Yz + e"y?

Decida se existem, ou nao, funcoes analiticas f : C — C satisfazendo as seguintes
condicoes, e em caso afirmativo determine-as:

a) Ref(z +iy) + Imf(x +1y) = 2% — y°.
b) Imf(z + iy) = 323y + x + azy® para algum «a € R, e satisfazendo f(i) = 2.

Determine fungoes harmoénicas conjugadas para as seguintes funcoes:

a) u(z,y) =2 +ry — v
¢) u(z,y) =e ¥(xr cosx —y senzw);
d) u(z,y) = log (x/af2 + y2> +2y.

Sejam «, f: R — R, funcoes diferenciaveis, e f : C — C a funcao definida por

flz+iy) = a(z) — 3zy® +i(32°y + B(y))

para z,y € R. Decida se pode ou nao escolher «, § de modo a que f seja uma funcao
inteira. Em caso afirmativo, determine «, f de maneira a f(1) = i.

Considere a seguinte funcao v : R? — R:
u(z,y) = 2° +y* — 3ay(z +y)

a) Mostre que u é uma fungdo harménica.

b) Determine a fungao harmonica conjugada v tal que v(0,0) = 0.

c) Calcule
TP SO
c(z—-1) c ?
onde f(2) = u(z,y) + w(z,y), z =z +iy e C é acurva {z € C: |z| = 2} percorrida
no sentido positivo.
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Considere a fungao g : C — C definida por g(z) = 2(2? + 2% — |2]?), e sejam u e v fungdes
de R? em R tais que u(z,y) = Re [g(z + iy)] e v(z,y) = Im [g(z + iy)].

a) Determine o conjunto dos pontos onde u e v satisfazem as equagoes de Cauchy—
Riemann. O que pode concluir sobre a analiticidade da fungao g7

b) Mostre que u é uma fungao harménica.

¢) Determine uma fungao f : C — C, analitica em C, tal que Re (f) = u.

Seja f : C — C uma funcao inteira tal que existe um M > 0 para o qual |f(z)| > M,
para todo o z € C. Prove que entao f é constante.

Seja f : C — C uma funcao inteira, tal que existem M, R > 0 e um inteiro n € N
satisfazendo |f(z)| < M|z|", para |z| > R. Mostre que entdo f ¢ um polinémio de grau
<n.

Obs: Este resultado mostra que fungoes inteiras, nao polinomiais, tém necessariamente
de crescer em moédulo mais rapidamente que qualquer polinémio, quando z — co. Como
se justifica esta afirmagdo, por exemplo, no caso da fung¢ao inteira (e nao polinomial)
cos 27



