Analise Complexa e Equacoes Diferenciais
Problemas propostos para as aulas praticas

'Semana 3 - 6 a 9 de Outubro de 2020

1. Para cada um dos seguintes conjuntos, determine se é aberto, fechado, limitado e com-
pacto. Além disso, indique o interior, exterior, fronteira e aderéncia.

a) {zeC:1<|z| <2} b) {zeC:1<|z| <2}

c){zeC:1< |2/ <2} d){zeC:|z] >3}

e) {z€C:|z] >3} f) {z € C:Re(z) > 0}

g) {z € C: Re(z) > 0} U {0} h) {z € C:Im(z) =2}

i) {z€C:Re(z) =0, 1 <Im(z) <2} j) {z€C:Re(z) =0, 1 <Im(z) <2}

k) {zeC:2=p+1iq, p,q e Q} N{zeC:z=€e™" neZ} reQfixo

m) {zeC:z=e"" neZ} seR\Q fixo

2. Calcule os seguintes limites ou mostre que nao existem

a) lim 222 b) lim% c) lime™ d) lim(1+14)™
¢) lim, ;=822 ) lim, =02 g) lim, o 2225 h) lim. o o)

3. Ao longo de que semi-rectas comecando na origem (identificadas por Arg(z) = const.),
existe o limite lim,_, |€*|?

4. Para que valores de z é convergente a sucessao nz"?

< 2T
5. Mostre que, se |z| > 1 entdo lim — = co.
n

6. Determine as partes real e imaginéria das seguintes fungoes de varidvel complexa e indique
os pontos de C onde sao continuas:

a) Re(2) b) = Ilzl 2 ol
f) €08 2 g) log (Z + 2) (Ramo Principal) h) (3—15z)3 1) (slr—fj)Q

7. Mostre que, se f é continua em zy € Dy e f(z) # 0, ent@o existe uma bola centrada em
zp tal que f(z) # 0 para todos os pontos z € Dy nessa bola.

8. Seja f : Dy — C. Mostre que f é continua no seu dominio Dy se e sé se, qualquer que
seja 0 aberto A C C, existe um aberto O tal que f~*(A) = O N Dy.

1



10.

11.

12.

13.

Seja f: Dy — C e K C Dy um subconjunto compacto. Mostre que, se f é continua em
Dy, entao f(K) é compacto.

Considere a esfera de Riemann dada por S = {(z1,29,73) € R® : 22 + 23 + 22 = 1}
e a correspondente projeccao estereografica sobre o plano complexo, que a cada ponto
(1,29, x3) € S, exceptuando o pélo norte (0,0, 1), faz corresponder um ponto do plano
z € C. Mostre que a correspondéncia entre z e (x1, 9, x3) é dada por

2+ Z —i(z — 2) |22 — 1
T = — Ty = ———~ Ty = ——
PP 2T P41 ST P+
ou inversamente )
T1 + 129
7= —27=
1—£E3

Determine os dominios de diferenciabilidade e de analiticidade das seguintes funcoes, isto
é, os conjuntos de pontos de C onde admitem derivada e onde sao analiticas, calculando
a derivada onde ela exista:

a) Ty — ix b) 2% —y* + 2izy )2 —y+i(zx —y*) d)z* —y* + 2lxy| e) 2?3z
f) cos (3z) —i g) Im(2?) h) Re(z) + Im(2) i) 2(e” — e %) i) 2|z

k) e* 1) ze? m) . —Z

W=

Calcule as derivadas das seguintes fungoes:

a)  sen(z) + 322 — ze” b) cos(z)+ (22 +1)° ¢ f(z) =2

Deduza as equagoes de Cauchy-Riemann, em coordenadas polares, da seguinte forma. Seja
f:AC C — C uma fungao definida num conjunto aberto A, tal que f(z) = u(z) +w(z),
para z € A. Seja T : RTx]0,27[— R?\ {(z,0) : > 0} a aplicagdo da mudanga de
coordenadas polares dada por T'(p,6) = (pcos®, psenf) = pe? (Naturalmente, qualquer
outro intervalo de comprimento 2w, para dominio dos angulos 6, serviria igualmente).
Defina a(p,0) = u o T(p,0) = u(pcosf,psend) = u(pe?) e 0(p,0) = vo T(p,0) =
v(pcosB, psend) = v(pe?).

a) Mostre que T', como aplicacao de R? em R?, é continuamente diferencidvel e tem uma
inversa, também continuamente diferenciavel.

b) Usando o teorema da diferenciagao de fungoes compostas, em R? mostre que f ¢é
analitica no conjunto A\ {z +iy : x > 0,y = 0} se e s6 se (u,0) : T"1(A) — R? é
diferenciavel e satisfaz as equagoes de Cauchy-Riemann polares, em T~ (A)

ou  10v v 10u

o pd6  Ip  pob
c¢) Determine a férmula para f'(2) = f/(pe?) em coordenadas polares, em funcao das
derivadas parciais de 4 e v em ordem a p e 6.

d) Sabendo que a funcio logz é dada em coordenadas polares por logz = log(pe®) =
log p + 0 verifique que ¢é diferenciavel e determine a sua derivada.



