
Resolu�c~ao do primeiro teste

Problema 1.

Seja B a colec�c~ao de subconjuntos de R de�nida por

B = f[ a; b[ : a; b 2 Rg

(a) Mostre que B �e uma base duma topologia �B sobre R.

Basta veri�car 2 propriedades:

� x 2 [x; x+ 1[
� [a; b[\[c; d[= [maxfa; cg;minfb; dg[2 B

(b) Mostre que (R; �B) �e separ�avel. Pode usar resultados conhecidos sobre n�umeros reais.

Mostremos que �Q = R. Basta veri�car para elementos da base. Qualquer intervalo [a; b[ n~ao
vazio cont�em um racional logo �Q = R e Q �e numer�avel.

(c) Mostre que (R; �B) satisfaz o primeiro axioma de numerabilidade.

Seja Bx =
��
x; x+ 1

n

�
: n 2 N

	
. Dado U 2 Vx existe um [a; b[2 B tal que x 2 [a; b[� U .

Ent~ao a � x < b. Tomemos n tal que x < 1
n
< b. Ent~ao x 2

�
x; x+ 1

n

�
� [a; b[� U .

Nota: (R; �B) n~ao satisfaz o segundo axioma de numerabilidade.

(d) Seja X o espa�co (R; �B)�(R; �B) com a topologia produto. Seja Y = f(x; y) 2 R2 : y = xg
com a topologia induzida por X. Mostre que Y �e homeomorfo a (R; �B).

Seja � : X ! (R; �B) a projec�c~ao na primeira componente. Ent~ao � �e cont��nua logo �jY �e
cont��nua. A inversa de �jY �e f(x) = (x; x). Seja U = [a; b[�[c; d[ um aberto deX (basta tomar
elementos da base). Ent~ao f�1(U) = [a; b[\[c; d[2 B �e aberto logo f �e cont��nua. Portanto f
�e um homeomor�smo.

Problema 2.

Resolva dois dos seguintes 3 problemas:

(a) Seja (X; �) um espa�co topol�ogico, C � X. Mostre que �C � C tem interior vazio.

Seja x 2 int( �C � C). Ent~ao existe um U 2 Vx tal que U � ( �C � C) � Cc. Mas como x 2 �C,
U \ C 6= ; o que �e uma contradi�c~ao.

(b) Mostre que a fun�c~ao f : ]0; 2� ]! R2 de�nida por f(t) = ( cos t; sen t ) n~ao �e um mergulho.
Sugest~ao: use sucess~oes.

Seja g : f(]0; 2�]) !]0; 2�] a inversa de f . Seja yn = f( 1
n
). Ent~ao yn ! (1; 0) = f(2�) mas

g(yn) =
1
n
n~ao converge. Portanto g n~ao �e cont��nua.

(c) Sejam X;Y espa�cos topol�ogicos, A � X. Seja f : X ! Y uma fun�c~ao cont��nua para todo
o x 2 A. Mostre que f jA �e cont��nua.

Seja x 2 A. Queremos mostrar que para todo o V 2 Vf(x) existe um U 2 Vx na topologia de

A tal que U � f�1(V ). Mas como f �e cont��nua em x, existe um W 2 Vx na topologia de X
tal que W � f�1(V ). Basta pois tomar U =W \A.

Nota: o rec��proco �e verdadeiro se A for aberto.



Problema 3.

Seja (X; d) um espa�co m�etrico, B(X) o conjunto das fun�c~oes f : X ! R limitadas.

(a) Dados f; g 2 B(X) seja
�(f; g) = sup

x2X

jf(x)� g(x)j

Mostre que � �e uma distância em B(X).

Como jf(x) � g(x)j � jf(x)j + jg(x)j e f; g s~ao limitadas, �(f; g) nunca �e +1. Temos que
veri�car 3 propriedades:

(1) �(f; g) = 0) 8xf(x) = g(x)) f = g

(2) �(f; g) = �(g; f) porque jf � gj = jg � f j
(3) Para qualquer x,

jf(x)� g(x)j = jf(x)� h(x) + h(x)� g(x)j � jf(x)� h(x)j+ jh(x)� g(x)j � �(f; h) + �(h; g)

Tirando o supremo em x obtemos �(f; g) � �(f; h) + �(h; g).

(b) Fixemos um ponto x0 2 X. Para cada x 2 X de�nimos uma fun�c~ao fx : X ! R por

fx(y) = d(x; y)� d(x0; y)

Mostre que fx 2 B(X) (isto �e, fx �e limitada).

Pela desigualdade triangular

d(x; y)� d(x0; y) � d(x; x0) d(x0; y)� d(x; y) � d(x; x0)

Logo jfx(y)j � d(x; x0).

(c) Seja � : X ! B(X) a fun�c~ao de�nida por �(x) = fx. Mostre que � �e uma isometria.

Sejam x; z 2 X. Ent~ao

�(�(x); �(z)) = sup
y2X

jfx(y)� fz(y)j = sup
y2X

jd(x; y)� d(z; y)j

Como jd(x; y) � d(z; y)j � d(x; z) obtemos �(�(x); �(z)) � d(x; z). Pondo y = z obtemos
�(�(x); �(z)) � jd(x; z)� d(z; z)j = d(x; z).

(d) Mostre que B(X) �e completo.

Seja (fn) uma sucess~ao de Cauchy em B(X). Ent~ao, como jfn(x) � fm(x)j � �(fn; fm),
(fn(x)) �e uma sucess~ao de Cauchy em R. Como R �e completo, a sucess~ao converge. De�nimos
f(x) = lim fn(x). Como (fn) �e Cauchy, para qualquer " existe um N tal que

m;n > N =) �(fn; fm) = sup
x
jfn(x)� fm(x)j < "

ou seja,
m;n > N =) 8x jfn(x)� fm(x)j < "

Tomando o limite quando m!1 obtemos

n > N =) 8x jfn(x)� f(x)j � "

Como jf(x)j � jfn(x)j + jfn(x) � f(x)j, isto mostra que f 2 B(X) e que para n > N

�(fn; f) � ". Portanto fn ! f .

Nota: �(X) �e o completado de X.



Problema 4.

Seja � a topologia usual em R e seja

~� = f]a;+1[ : a 2 Rg [ fR; ;g

(pode assumir que isto �e uma topologia). Seja X um espa�co topol�ogico. Mostre que uma
fun�c~ao f : X ! (R; ~�) estritamente positiva �e cont��nua sse o conjunto

f(x; y) 2 X � R : 0 < y < f(x)g

for aberto na topologia produto X � (R; �).

Seja
R = f(x; y) 2 X � R : 0 < y < f(x)g

) Mostremos que R � intR. Seja (x; y) 2 R. Ent~ao y < f(x). Tomamos a 2]y; f(x)[.
Ent~ao ]a;+1[2 Vf(x) logo existe um U 2 Vx tal que f(U) �]a;+1[. Mostremos que
(x; y) 2 U�]0; a[� R e que portanto (x; y) 2 intR. Seja (~x; ~y) 2 U�]0; a[. Ent~ao
f(~x) 2 f(U) �]a;+1[ logo ~y < a < f(~x) logo (~x; ~y) 2 R.

( Mostremos que f �e cont��nua em x. A colec�c~ao Bx = f]a;+1[: 0 < a < f(x)g �e
uma base de Vx porque f(x) > 0. Seja ]a;+1[2 Bx. Ent~ao (x; a) 2 R. Como R �e
aberto, existem U 2 Vx; " > 0 tal que (x; a) 2 U�]a � "; a + "[� R. Mostremos que
f(U) �]a;+1[. Seja ~x 2 U . Ent~ao (~x; a) 2 U�]a � "; a + "[� R. Logo a < f(~x) ou
seja f(~x) 2]a;+1[.

Nota: uma fun�c~ao cont��nua f : X ! (R; ~�) �e chamada semi-cont��nua inferior.


