Exercicio. Dois espagos métricos (X,dx) e (Y,dy) dizem-se uniformemente
equivalentes sse existir um homeomorfismo f : X — Y tal que f, f~! sdo uniforme-
mente continuas.

(1) Mostre que se X ¢é uniformemente equivalente a Y e Y € totalmente limi-
tado, entao X € também totalmente limitado.
(2) Mostre que ‘totalmente limitado’ nao é uma propriedade topoldgica.

Exercicio. Seja C o espago das funcées continuas f : [0,1] = R com a topologia
uniforme. Seja
F={rec: 0) = fao)] < ne = 20)}

(1) Mostre que F,, é um subconjunto fechado de C.

(2) Mostre que F,, tem interior vazio. Sugestio: para qualquer funcgdo g € C
existe uma fungdo poligonal ¢ tal que p(g,¢) < 5 e existe uma fungdo
poligonal 1 com p(¢,v) < 5 e cuja derivada d direita em médulo é sempre
superior a n.

(3) Seja D C C o conjunto das fungdes tais que a derivada o direita existe em
pelo menos um ponto. Mostre que D tem interior vazio.

20€[0,1—1/n] x€[zo,1]

Portanto existem funcoes sem derivada o direita em nenhum ponto.

Exercicio. Mostre que nao hd nenhuma sucessdo the fungdes continuas positivas
fn: R = R tal que f,(z) é limitada para x irracional e ilimitada para x racional.
Sugestao: pode assumir sem demonstrar que 0s irracionais sGo um espaco de Baire.

Exercicio. Hd alguma fungdo f : [0,1] — R que sejo continua nos racionais
e descontinua nos irracionais? Sugestdo: pode assumir sem demonstrar que o0s
irracionats séo um espaco de Baire.

Exercicio. Seja V : R? = R? um campo vectorial continuo limitado, isto é,
[V (2)|| < C. Para cada n definimos v, : [0, +oo[— R? através de:
* 7,(0) = (0,0)

e FEstando v, definida em [O,
(

, definimos v, em [% L}

P ]} por
Yn(t) = Yn

Mostre que
(1) Seja Vi = V(yn(t)). Dadost; < *

=<
(G—nt1)Viea + Vi +...+ Vi + (nta — )V
j/n(tg) _’Vn(tl) = - - § ’

n

(2) A sucessao {y,} tem uma subsucessio que converge uniformemente em
compactos para uma fungdo continua 7 : [0, +oo[— R?.

(3) 7 € diferencidvel e 4/ (t) = V(y(t)). Sugestio: Set < L < % <t+h, entdo
Vn(t + h) - rYn(t) —hV =
((=nt)(Viea = V) + (Vi = V) + ...+ (Viza = V) + (nt +nh = j)(Vi = V)

n




Exercicio. Neste exercicio todos os espacos sao localmente compactos de Haus-
dorff. XY representa o espaco das funcées continuas de Y para X com a topologia
compacta aberta e X +Y representa a reunidgo disjunta de X eY com a topologia
gerada pela base Tx U Ty . Mostre que os sequintes espacos sGo homeomorfos:

(1) (vX)7 eyXxz
(2) ZX x 72V e ZX+Y
(3) YX xZX e (Y x 2)X



