
Exerc��cio. Dois espa�cos m�etricos (X; dX) e (Y; dY ) dizem-se uniformemente

equivalentes sse existir um homeomor�smo f : X ! Y tal que f; f�1 s~ao uniforme-

mente cont��nuas.

(1) Mostre que se X �e uniformemente equivalente a Y e Y �e totalmente limi-

tado, ent~ao X �e tamb�em totalmente limitado.

(2) Mostre que 'totalmente limitado' n~ao �e uma propriedade topol�ogica.

Exerc��cio. Seja C o espa�co das fun�c~oes cont��nuas f : [0; 1]! R com a topologia

uniforme. Seja
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(1) Mostre que Fn �e um subconjunto fechado de C.
(2) Mostre que Fn tem interior vazio. Sugest~ao: para qualquer fun�c~ao g 2 C

existe uma fun�c~ao poligonal � tal que �(g; �) < "
2 e existe uma fun�c~ao

poligonal  com �(�;  ) < "
2 e cuja derivada �a direita em m�odulo �e sempre

superior a n.

(3) Seja D � C o conjunto das fun�c~oes tais que a derivada �a direita existe em

pelo menos um ponto. Mostre que D tem interior vazio.

Portanto existem fun�c~oes sem derivada �a direita em nenhum ponto.

Exerc��cio. Mostre que n~ao h�a nenhuma sucess~ao the fun�c~oes cont��nuas positivas

fn : R ! R tal que fn(x) �e limitada para x irracional e ilimitada para x racional.

Sugest~ao: pode assumir sem demonstrar que os irracionais s~ao um espa�co de Baire.

Exerc��cio. H�a alguma fun�c~ao f : [0; 1] ! R que seja cont��nua nos racionais

e descont��nua nos irracionais? Sugest~ao: pode assumir sem demonstrar que os

irracionais s~ao um espa�co de Baire.

Exerc��cio. Seja V : R2 ! R
2 um campo vectorial cont��nuo limitado, isto �e,

kV (x)k � C. Para cada n de�nimos 
n : [0;+1[! R
2 atrav�es de:
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Mostre que

(1) Seja Vt = V (
n(t)). Dados t1 �
i
n <

j
n � t2,
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(2) A sucess~ao f
ng tem uma subsucess~ao que converge uniformemente em

compactos para uma fun�c~ao cont��nua 
 : [0;+1[! R
2.

(3) 
 �e diferenci�avel e 
0(t) = V (
(t)). Sugest~ao: Se t � i
n <

j
n � t+ h, ent~ao
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Exerc��cio. Neste exerc��cio todos os espa�cos s~ao localmente compactos de Haus-

dor�. XY representa o espa�co das fun�c~oes cont��nuas de Y para X com a topologia

compacta aberta e X + Y representa a reuni~ao disjunta de X e Y com a topologia

gerada pela base �X [ �Y . Mostre que os seguintes espa�cos s~ao homeomorfos:

(1)
�
Y X

�Z
e Y X�Z

(2) ZX � ZY e ZX+Y

(3) Y X � ZX e (Y � Z)X


