1. ESPACOS DE BAIRE

Definicao e Proposicao 1.1. Um espaco topologico X é um espago de Baire sse
uma das sequintes condi¢des equivalentes se verificar:

(1) A intersecgao duma famdlia contdvel de abertos densos € densa.
(2) A uniao duma famiia contdvel de fechados de interior vazio tem interior
V0210

Demonstragao. Para ver que as duas condigbes sao equuivalentes basta observar
que A= X & (A)° =0 e recordar que (A)° = int(A°). O

Teorema 1.2. Um espaco completo é um espaco de Baire.

Demonstragdo. Seja {A,} uma familia contével de abertos densos. Seja U € .
Mostremos que U N[ 4, # 0.

UnNA; # 0 logo, como X é regular existe uma bola By tal que By C U N A;.
Podemos escolher B; tal que diam By < 1.

Agora By N Ay # 0 logo escolhemos uma bola By tal que By C By N Ay e

diam By < % Continuamos, construindo bolas B, com B, C B, 1 N A, e
diam B,, < % Entdo, como X é completo, existe um ponto z € (B, C () A,.
Logo x e UN(N A, # 0. O

Teorema 1.3 (Limitagdo Uniforme). Seja X um espago de Baire e Y um espago
métrico. Seja {fatacr uma famdlia pontualmente limitada de fungdes continuas
fa: X =Y, isto é, para cada x € X, {fo(2)}acr € um subconjunto limitado de 'Y .
Entao existe um aberto A C X tal que o conjunto

{falz) sz € Aja eI}
é limitado.

Demonstragio. Fixemos um ponto y € Y. Seja Firo = {z € X @ d(fa(z),y) <
M}. Entao Fiq € fechado logo Fyy = (), Fu,e € fechado. Como para cada z,
{fa(z)} é limitado, X = {J,,; Fim logo existe um M tal que A = int Fpy # 0.
Dado qualquer z € A e qualquer « temos entdo d(f,(x),y) < M o que termina a
demonstracao. (I

2. ESPACOS VECTORIAIS NORMADOS

Definigao 2.1. Seja E um espaco vectorial sobre R. Uma norma em E é uma
aplicagao || - || : E — [0, +o0] tal que

1) |zl =0 z=0

2) llz+yll < [zl + llyl

(3) Para A € R, ||Az| = |Al||=]|
Ao par (E,| - ||) chama-se um espago vectorial normado. A métrica associada &
norma | - || é d(z,y) = ||z — y||. E diz-se um espago de Banach se esta métrica for
completa.

Exemplo 2.1. Em R" temos as seguintes normas: seja = (21,...,%y)
1
o [lzllp = (lzaP + ...+ |al?)?

o oo = ma i

Teorema 2.2. Seja ¢ : E — F um operador linear. Sdo equivalentes
1



(1) ¢ € continuo em xg € E

(2) ¢ € continuo em 0 € E

(3) Existe um K tal que ||¢(x)| < K|zl
(4) ¢ € uniformemente continuo

Demonstracao. 4 = 1 é imediato.

1=2 Se z, — 0 entdo z, + o — xg logo ¢(x,) + ¢(x0) = ¢(xn + xo) — d(z0)

logo ¢(z,) — 0.
2 = 3 Por defini¢ao de continuidade em x = 0, existe um § tal que |ly|]] < § =
lo(y)| < 1. Seja K tal que + < 4. Entéo, para qualquer T,

H R H - H¢<Knxn ) H gy Mol <1

logo [l¢(x)[| < K||].
3 = 4 Dado um ¢ seja 0 = . Entdo, se ||z —y|| <4,

lp(x) = ¢l = l¢(z —y)l| < Kl —yl| < Ké =« O
Teorema 2.3. Um espago vectorial normado (V.| - ||) de dimensdo finita igual a
n € isomorfo a (R™,] - |1).
Demonstragao. Fixamos uma base eq,...,e, de V tal que |le;]] = 1 e definimos
¢ :R™ — V por
O(x1,...,xy) =x161 + ... F Tpep

Entao ¢ é linear e bijectiva. ¢ é continua porque
@) < llzrerll + . + lznenl = x| + .. 4 [zn] = 2]l
Falta ver que ¢! é contfnua. Seja S = {x € R™ : ||z|]|, = 1}. S é limitado e

fechado logo é compacto. Seja K o minimo da funcdo z — ||¢(x)| em S. Entao,

para qualquer z € R”,
Jo (1) | - 10> &
[E4 1M Izl —

Se w=(z2), |7 (W), = |lz]l: £ %lo(2)|| = %||w| portanto ¢~ é continua. [
Corolério 2.4. Seja (V,|| - ||) um espago vectorial normado de dimensao finita.
Entao

(1) V € um espago de Banach
(2) V € localmente compacto
(3) Qualquer operador linear ¢ : V — E é continuo

Demonstragao. S6 3 necessita de demonstragao. Seja ¢ : (R™, || - |l,) — (E, |- |-
Seja e; a base candnica e K = max; ||¢(e;)||. Entao

[p(zrer + ...+ znen) || = [zallde) | + .. + |zallld(en) || < Kz, 0
Teorema 2.5 (Riesz). (E, || -||) € localmente compacto sse tem dimensao finita.

Antes de comegarmos a demonstracao precisamos dum resultado preliminar:

Lema 2.6 (Riesz). Seja V C E um subespago de dimensdo finita. Entdo

v el = 1, d(e, V) > 0
0elo,1] EEE



Demonstracao. Sejau € E —V. V é fechado porque é completo logo d(u, V) > 0.
Seja v € V tal que [|u — v|| < 2d(u,V). Seja e = Entao, dado w € V,

Hu U||
u—u o= (o + e~ o)
e~ ll = | = ] - .
fu—ol ool

Como v+ |lu —v|jw € V, [Ju — (v + ||Ju — v||w)|| > d(u, V). Logo |le —w| >6. O
Passemos a demonstragao do teorema de Riesz.

Demonstra¢do. Provemos por absurdo. Seja F um espago de dimensao infinita.
Seja U € Vy com U compacto. Entao existe um ¢ tal que S. = {x € E : ||z] =
e} C V logo é compacto. Mas S, é homeomorfo a S = {z € E : |z|| = 1} logo
basta mostrar que S; nao é compacta. Claramente

S C U B% (ZC)
€S
Mostraremos que nao existe uma subcobertura finita. Tomemos e; € S; e seja
Vi1 = Span{e;}. Entéo existe es € S; com |leg — e1]| > % Indutivamente, dados
el,...,en, €51 com |e; —ej| > % pomos V,, = Span{ey,...,e,} e tomamos e,11 €
S1 com d(en11,V;) > 5. A condigdo [e; — e;]| > 3 garante que numa bola Bi(x)
existe no maximo um e; pelo que um nimero finito de bolas nao cobre Sj. (]

3. CONSEQUENCIAS DO TEOREMA DE BAIRE

Teorema 3.1 (Aplicagdo Aberta). Sejam E, F espagos de Banach, ¢ € L(E,F)
sobrejectivo. Entdo ¢ € aberto.

Demonstragao. Seja A C E um aberto, x € A. Mostremos que ¢(x) estd no interior
de ¢(A). Existe um ¢ tal que B.(z) = B: + x C A logo ¢(B:) + ¢(x) C ¢(A4). S
existir um ¢ tal que By C ¢(B:) entéo

Bs(¢(x)) = Bs + ¢(x) C ¢(Be) + ¢(x) C ¢(A)
logo ¢(z) € int ¢(A). Mostremos pois que Bs C ¢(B;) para algum §.
(1) Como F = ¢(E),

P (U Bn> =Uots) = Yts)

Entéo, pelo teorema de Baire, existe um n tal que int ¢(B,) # 0. Ou seja,
existe uma bola Bs(yo) = yo + Bs C ¢(By).

(2) Mostremos agora que Bs C ¢(By). Seja y € Bs. Entdo +y € Bs logo
Yoty € yo+ Bs C ¢(By,). Portanto existem sucessoes xf € B, com
(b(x%) — yo £ y. Mas entdo 1 (z} —x;) € By e ¢ (5(xf — ) — y logo
Yy € ¢(By).

(3) Mostremos que Bs C ¢(Bs,,). Segue imediatamente que B

C ¢(B:) pelo

ed
3n
n). Entao existe

que o teorema fica demonstrado. Seja y € Bs C ¢(B,)
z1 € B, tal que ||y — ¢(z1)| < 2, ou seja,

y— ol € 3Bs C 1 0(B,) = 5(B3)



Entao existe um 2 € B tal que ||y — ¢(x1) — ¢(x2)]| < ¢, ou seja,

y — o(x1) — ¢(x2) € Bs C ¢(Bx)
Prosseguindo, obtemos uma sucessao {x;,} em E com ||z} < 27%n. Como
E é completo a série ), xj, converge para um elemento z. Entao ¢(z) = y.

Mas
ol =D anf <D el <> 27Fn=2n < 3n
k=0 k=0 k=0
Portanto = € Bs,, logo y € ¢(Bsy,). O

Corolario 3.2. Uma fung¢ao linear continua bijectiva ¢ : E — F € um isomorfismo.

Corolario 3.3. Seja E um espago vectorial, || - ||1,] - |2 normas que tornam E
completo. Entao se || |1 < K| - |2, as normas sdo equivalentes.

Demonstragao. A funcao Id: (E,|| - |l2) — (E,]|| - ||1) é continua logo é um isomor-
fismo. O

Teorema 3.4 (Grifico fechado). Sejam E,F' espagos de Banach, ¢ € A(E,F),
Gy ={(z, f(z)) : ® € E} o grdfico de f. Entao f € continua sse Gy € fechado em
Ex F.

Demonstragio. Suponhamos que f é continua. Seja (z,y) € G,. Entao existe uma
sucessdo (zn, f(zn)) — (z,y). Como z, — z, f(xn) — f(z) =y logo (z,y) € Gy.
Assumimos agora que Gy é fechado. Entao Gy C E x F' é um subespago de Banach.
A projecgao p : Gy — E é continua e bijectiva logo ¢ um homeomorfismo. Portanto
a inversa p~! = (Id, f) é continua logo f é continua. O

Teorema 3.5 (Banach-Steinhaus). Seja T, : E — F uma familia de fungoes
continuas lineares tais que para cada x € E, {T,(z)} € limitado em F. Entdo
existe uma constante K tal que para todo o o ||T,(z)|| < K||z]|.

Demonstragao. Pelo teorema 1.3 existe um aberto A C E e uma constante M tal
que para qualquer « e qualquer x € A, || T, (z)]] < M. Tomemos Bs(xg) C A. Seja
x € Bs(0). Entao

1To(@)|| < [[Ta(2)+To(zo) [+ =Ta(zo) | = [Ta(z+z0) |+ Ta(z0)[| < M+M = 2M

Seja K = %. Entao, para qualquer = € X,

5LEB(5:>

]|

T (6|§”) H < 2M — |Tu(@)] < K|z



