1. DEFINIGAO E EXEMPLOS. BASES.

Dar uma topologia num conjunto X é especificar quais dos subconjuntos de X
sao abertos:

Definicao 1.1. Um espago topolégico é um par (X,7) em que 7 é uma colecgao
de subconjuntos de X tal que
1) 0. Xer
(2) {Aataer C 7= U A, € 7 (unides arbitrérias de abertos sao abertas)
acl
(3) A1, Ay € 7= A; N Ay € 7 (intersecgoes finitas de abertos sao abertas)
Exemplo 1.1. Seja 7 o conjunto de todos os subconjuntos de X. Esta é a chamada

topologia discreta. Ea topologia natural em conjuntos finitos. E também a topolo-
gia natural no conjuntos dos inteiros Z.

Para lidar mais facilmente com uma topologia, usa-se muitas vezes uma colecgao
mais pequena de abertos, B C 7, chamada uma base da topologia:

Definigao 1.2. Um subconjunto B C 7 é uma base de T sse

YV V 3 zxeBCA
AeT z€A BeB

Teorema 1.3. Seja B uma base de 7. Entao A € 7 sse A=\J, Ba com B, € B.
Demonstragio. Se A =], Ba, A é uma unido de abertos, logo um aberto. Agora

seja A € 7. Entao, para cada z € A existe um B, € B tal que x € B, C A. Basta
entao mostrar que A = U B,:

z€A
(C) Sey € A, uma vez que y € B, temos y € U B,.
z€A
(D) Sey e U B, entao existeum x € Atal quey € B, C A. Logoy € A. O

z€A

Exemplo 1.2. O conjunto B = {{z} : € X} dos subconjuntos de X com um
elemento é uma base da topologia discreta.

E possivel definir uma topologia dando apenas uma base B:

Teorema 1.4. Seja B uma colecgdo de subconjuntos de X tal que

i) v 3 zeB
zeX BeB

(11) \4 \ d x€B3C B1NBy
B1,B2€B z€B1NBy BseB

Entao a coleccao
T:{ACX Vo3 xeBcA}
z€A BeB
¢ uma topologia sobre X e B é uma base de T.

Demonstra¢do. A ltima afirmacdo segue imediatamente da defini¢do de base e da
observacao que B C 7. Provemos portanto que 7 é uma topologia.
(1) @ € T é imediato. X € 7 segue de (i).
(2) Seja {A;}ier C 7. Mostremos que | J; A; € 7. Dado x € |J; 4;, « € A; para
algum j € I. Como A; € 7, existe um B € B tal que x € B C A;. Mas
entdo x € B C |J; A;. Logo |, Ai € 7.
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(3) Sejam Aj, Ay € 7. Mostremos que A; N Ay € 7. Seja x € A; N Ay. Entao
x € A;, i =1,2logo existem By, By € T tal que x € B; C A;, i =1,2. Pela
propriedade (i), existe um Bs € 7 tal que x € Bs C By N By. Mas entao
r€B3CB1NBy C A NAy. Logo AN As €. O

Exemplo 1.3. Seja X = R e seja B = {Ja,b[: a,b € R,a < b}. B satisfaz as
propriedades (i) e (i7). Logo B gera uma topologia 7 sobre R. Esta é a topologia
usual sobre R.

Exemplo 1.4. Seja X = R? e seja B = {B,(r) : * € R%r > 0} a colecgao das
bolas em R2. Mostremos que B gera uma topologia em R?. Dado y € B,, (z1) N
B, (x2), tomemos r = min{ry — ||y — z1]|,72 — ||y — x2||}. Mostremos que B,(y) C
B, (z1) N By, (z2). Seja z € B,(y). Entéo

[z =zl <llz =yl + ly—aall <r + ly —aall < (r = Mly = 2all) + ly — 21l = 71

Logo z € By, (z1). Da mesma forma z € B,,(z2). Logo z € By, (z1) N By, (22).
Portanto B gera uma topologia 7. Esta é a topologia usual em R2.

2. SUBBASES

Definigao 2.1. Dadas duas topologias 7,7 num conjunto X, dizemos que 7 é
menos fina que 7/ sse 7 C 7/. Dizemos que 7 é mais fina que 7’/ sse 7 D 7.

Dada uma coleccao & de subconjuntos de X, a topologia gerada por S é a
topologia menos fina que contém S:

Teorema 2.2. Seja S uma colec¢ao de subconjuntos de X. Entdo

(1) Existe uma topologia T O S tal que, para qualquer topologia 7/ O S, 7 C 7’
(isto é, T € a topologia menos fina que contém S ).
(2) A colecgao

BS:{Slﬂ...ﬂSk 0 S; ES}U{X}
formada por interseccdes finitas de conjuntos em S € uma base de 7.

Demonstrag¢ao. Comecemos por construir 7. Verifiquemos que B satisfaz as condigbes
do teorema 1.4. A condigdo (i) é satisfeita porque X € B. A condigdo (ii) é satis-
feita porque By,By € B = B; N By € B. Logo podemos definir uma topologia 7
sobre X tal que B é uma base de 7. Como B C 7, § C 7. Mostremos agora que
7 é a topologia menos fina contendo S. Seja 7 O S uma topologia. Entao B C 7/
(intersecgoes finitas de abertos sdo abertas). Seja A € 7. Entao, pelo teorema 1.3
A=, Ba com B, € B pelo que A€ 7'. Logo T C 7. O

Definigao 2.3. Uma colecgao S de subconjuntos de X é uma subbase duma topolo-
gia 7 sobre X sse 7 é a topologia menos fina que contém S. Dizemos também que
T é gerada por S.

FEzercicio 2.1. Mostre que a interseccao duma familia de topologias sobre X é uma
topologia sobre X. Mostre que a topologia gerada por S é a intersecgao de todas
as topologias contendo S.



3. SUBESPAQOS E PRODUTOS

Definicao 3.1. Seja (X, 7x) um espago topoldgico e seja Y C X. Definimos a
topologia induzida em Y por X através de

™v={ANX : Aer}
(Y, 7y) diz-se um subespago de (X, 7x).
Exemplo 3.1. A topologia induzida por R em Z é a topologia discreta.

Proposicao 3.2. Seja Bx uma base de (X, 7x). Entio By ={BNX : B € Bx}
¢ uma base de (Y, Ty).

Demonstragdo. Seja A € 7v,v € A. Entao A = A’ NY com A’ € 74 logo existe
B' € By comxz e B'C A'. Seja B=B'NY. Entao z € B C A. O

Ezercicio 3.1. Seja S* C C o conjunto dos niimeros complexos da forma e?. C = R?
induz uma topologia em S'. Mostre que os conjuntos

{e : 0. €)61,65[}
formam uma base dessa topologia.
Definigao 3.3. Sejam (X, 7x) e (Y, 7y) espagos topoldgicos. Entéo
B={UxV :Uerg,VeEr}
gera uma topologia em X x Y. Esta topologia é a chamada topologia caixa.
Para ver que B gera de facto uma topologia basta observar que
(U x V)N (Ug x Vo) = (U1 NU2) x (Vi NVa)
Proposicao 3.4. Sejam Bx uma base de (X, 7x) e By uma base de (Y, 7y). Entdo
B={Bx x By : Bx € Bx,By € By}
€ uma base da topologia caiza em X X Y.

Demonstragao. Seja A € 7 e (z,y) € A. Entéo (z,y) € U x V C A para abertos
U € 7,V € 7. Logo existem Bx € Bx,By € By tal que x € Bx C U e
y€ By CV. Masentdao x € By x By CU xV C A. O

Exercicio 3.2. Mostre que a topologia caixa em R? = R xR coincide com a topologia
usual definida usando bolas.

4. VIZINHANCAS E INTERIOR

Uma vizinhanga aberta dum ponto x é um aberto que contém z. Denotamos
por V, a coleccao das vizinhancgas abertas de x:

Ve={Ue€er:zeU}

Definicao 4.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico e seja Y C X. O interior de Y é
o conjunto definido por
relntY< 3 UCY
Uev.

x

O interior de Y é o maior aberto contido em Y:

Proposigao 4.2.
IntY = U{A cAer,ACY}



Demonstragdo. Dividimos a demonstracao em duas partes:

(C) Seja z € IntY. Entéo existe U € V, tal que U C Y. Mas entdo U € {4 :
AeT,ACY}logozeUC | J{A: AeT,ACY}.

(D) Sejaze|J{A: Aer,ACY} Entdoexisteum Ue{4A: Aer,ACY}
tal que x € U. Masentao U € V, e U C Y logox € IntY. O

Como coroldrio imediato temos

Corolario 4.3. IntY € aberto e um conjunto Y € aberto sse Y =IntY.

5. CONJUNTOS FECHADOS E FECHO
Definimos agora fecho e exterior dum conjunto.
Definicao 5.1. O fecho dum conjunto Y C X, Y, é definido por
xeY@UEVVz Uny #0

O exterior dum conjunto ¢é definido por extY = (Y)¢ = Int (Y°).

Provemos que de facto (Y)¢ = Int (Y°¢):
re(YV)eré¢Ye I UNnY=0& 3 UCY saelnt(YO)
Uev, vev

Um conjunto F' diz-se fechado sse F'¢ for aberto.
Ezercicio 5.1. Mostre que a intersecgao de conjuntos fechados é fechada.
O fecho dum conjunto Y é o menor fechado que contem Y:
Proposigao 5.2.
Y = ﬂ{F : F € fechado,Y C F'}
Demonstragio. Usando a relagio (V)¢ = Int (Y¢) obtemos
(V) =|J{A:Aer,AcY}
Logo
V=({A°: Aer,ACY}
Escrevendo F' = A° temos
Y =({F : F é fechado, F° C Y*}
Mas F° C Y*° é equivalente a Y C F. ([

Corolério 5.3. Y ¢ fechado e um conjunto Y € fechado sse Y =Y.

Proposigao 5.4. Seja Y C X um subespago. Dado C C Y sejam éy,éx 0s
fechos de C em X e em Y. Entdo éy = éx ny.

Demonstragdo. Sejam VX, VY as vizinhan‘c cas de # em X e em Y. Entdo
(C) Seja = cC’. Seja U € VX. Entdo UNY € VY logo UNY NC # 0 logo
UNC # (. Portanto = € crny.
(D) Seja x € ot ny. Seja V € VY. Entao V =UNY, com U € VX, logo
VnC=vnCnY=UnC #0. Portanto z € O . O
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Corolario 5.5. Seja Y C X wum conjunto fechado. Entao um conjunto C CY ¢é
fechado em X sse C' for fechado na topologia de Y .

Demonstragio. ' C 7X7 —Ylogo O\ =C NY =C . Agora basta observar
que C' ¢ fechado sse C = C. O

Uma topologia pode ser definida dando os fechados em vez dos abertos:

Exemplo 5.1. A topologia cofinita é aquela em que um conjunto é fechado sse é
finito ou igual a X. A topologia cocontével é aquela em que um conjunto é fechado
sse é contavel ou igual a X.

FEzercicio 5.2. Mostre que as topologias cofinita e cocontéavel sao de facto topologias.

6. SUCESSOES

Definicao 6.1. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma sucessao de termos em X
é uma aplicacdo z : N — X. E costume escrever x,, = x(n) e representar a sucessao
por (zp,).

A seguinte terminologia é muitas vezes util:

Definigao 6.2. Seja A C X.

- Dizemos que (z,) estd frequentemente em A sse V 3 z, € A.
meN n>m

- Dizemos que x é um sublimite de (z,,) sse va (z,,) estd frequentemente
e x

em U.
- Dizemos que (x,) estd eventualmente em A (ou x,, € A para n suficiente-

mente grande) sse 3V x, € A
meN n>m

- Dizemos que z é um limite de (z,) (ou que z, converge para x) sse

vV (z,) estd eventualmente em U.
Uev,

Ezercicio 6.1. Mostre que se (x,,) estd eventualmente em U e em V entao (z,,) estd
eventualmente em U NV. Serd o mesmo verdade substituindo eventualmente por
frequentemente?

Ezercicio 6.2. Mostre que uma sucessao x, que é constante igual a x a partir de
certa ordem, converge para .

Exemplo 6.1. Mostremos que na topologia cocontavel uma sucessao tem um limite
sao sse é eventualmente constante. Seja z, — x. O conjunto U = F¢ = (X —{x, })U
{z} é aberto logo U € V,.. Entao {x,} estd eventualmente em U. Mas

€U (zp€X —{z,}oun, €{z})ea, =z
Logo, (z,) é eventualmente constante igual a .

Em R" o fecho dum conjunto pode ser definido usando sucessoes. Num espago
topoldgico temos

Proposicao 6.3. Seja z, uma sucessio de termos em Y tal que xn, — x. Entdo
zeY.

Demonstracao. Seja U € V,. Entao eventualmente z,, € U. Logo UNY # (). Logo
reY. O



A implicagdo contraria ndo se verifica no entanto:

Ezercicio 6.3. Seja R com a topologia cocontdvel e seja [0,1] C R. Mostre que

[0,1] = R mas se z ¢ [0, 1] ndo hd nenhuma sucessio {z,} C [0,1] convergindo para
x.

Definicao 6.4. Um espago topoldgico (X, 7) tem o primeiro axioma de numerabi-
lidade sse, para qualquer z € X existir uma sucessao Uy DU D ... DU, D ... de
vizinhangas de x tal que
v 3 U, CcU
vey, n>0

Exemplo 6.2. Em R? para cada = podemos escolher U,, = Bi (z). Isto mostra

1
"
que R? possui o primeiro axioma de numerabilidade.

O primeiro axioma de numerabilidade é o que precisamos para poder definir
fecho usando sucessoes:

Proposicdo 6.5. Seja (X,7) um espago topoldgico com o primeiro azioma de
numerabilidade, Y C X. Entdo x € Y sse existir uma sucessao {xn,} CY tal que

Ty — T.

Demonstracdo. J provamos uma direccio. Seja portanto x € Y, {U,} C V, a
sucessao de vizinhancas. Entao U, N'Y # (). Escolhamos um ponto z,, € U, NY.
Entao dado U € V, existe um N tal que Uy C U. Logo, paran > N, x, € U, C
Uy C U. Concluimos que z,, — . O

7. REDES

Se (X, 7) tem o primeiro axioma de numerabilidade, para cada x € X temos uma
sucessao {U,} C V, com U,, C U,, & n > m. Se escolhernos pontos z,, € U, entao
Ty, — x. A ideia das redes é a seguinte: em vez de usarmos os nimeros naturais
como indices, podiamos ter usado a familia de conjuntos {U;, Us, ...} como o con-
junto dos indices. Entao em vez de escrevermos z,, escreveriamos x,, e teriamos,
para qualquer W € {U;y,Us, ...}, zy € W. A vantagem é que isto pode ser gener-
alizado para espagos sem o primeiro axioma de numerabilidade.

Definigao 7.1. Um conjunto dirigido A é um conjunto com uma relagao de ordem
(<) tal que

A 3 >vie >
Vl,VzEN/LENM_ 1eH =V

Uma rede em X é uma fungao z : N' — X. E costume escrever z,, = z(v).

- . ase | :
As nocoes de “eventualmente em” e “frequentemente em” generalizam-se imede
diatamente para redes, assim como as nocoes de sublimite e limite.

Exemplo 7.1. N é um conjunto dirigido. As redes x : N — X sdo as sucessoes.

Exemplo 7.2. Paracadaz € X, V, comarelagio U >V & U C V é um conjunto
dirigido. Uma rede (z,) satisfazendo va xy € U, converge para x.
€

x

Proposicao 7.2. Seja Y C X um subespago e seja (x,) uma rede de termos em
Y. Entdo x é um limite de (x,) na topologia de Y sse x € Y e x € um limite de
(z,) na topologia de X .

Demonstracao. Dividimos a demonstracao em duas partes:



(=) Seja U uma vizinhanga de z em X. Entdao U NY é uma vizinhanca de x
em Y. Mas entdo (z,) estd eventualmente em U NY, logo em U.

(<) Seja V uma vizinhanca de z em Y. Entdo V. =U NY em que U é uma
vizinhanca de  em X. (z,) estd eventualmente em U e estd sempre em Y
logo estd eventualmente em V =UNY. O

Proposicao 7.3. = € Y sse existir uma rede (z,) em Y convergindo para .

Demonstragio. Se z, — x entao x € Y: a demonstracio é a mesma que para
sucessoes. Portanto seja x € Y. Tomemos V, como o conjunto dos indices e para
cada U € N escolhemos z, € UNY. Entao z, — z. ([l

8. ESPACOS DE HAUSDORFF E UNICIDADE DE LIMITE

Em R™ sucessbes s6 podem convergir para um ponto (unicidade do limite). Tal
nao acontece em geral:

Exemplo 8.1. Dado um conjunto X seja 7 = {0, X }. Esta é a chamada topologia

indiscreta. E facil de ver que qualquer rede em X converge para todos os pontos
de X.

Definicao 8.1. Um espago topoldgico (X, 1) diz-se de Hausdorff sse

4 3 acUbeV,UNV =0
abeX UVer

Proposicao 8.2. Um espago topoldgico (X, ) é de Hausdorff sse houver unicidade
de limite para redes.

Demonstragdo. Se o, — a e x, — b tomemos vizinhancas U,V disjuntas de a e b.
Entao z, estd eventualmente em U e em V logo estd eventualmente em U NV o
que é impossivel. Na outra direccio, se (X, 7) nao é de Hausdorff, existem pontos
a, b sem vizinhancas disjuntas. Seja

N =V, uWu{UnNnV :UeV,,V eV}
Dado W € N, W # () logo podemos escolher um ponto z,, € W. Entao (zy)

converge para a e para b. O

A topologia cocontavel é um exemplo dum espago que nao é de Hausdorff, mas
em que existe unicidade de limites para sucessoes.

9. FUNGOES CONTINUAS

Uma funcao f é continua num ponto x se a imagem de pontos préximos de x
estiver préxima de f(z):

Defini¢ao 9.1. Uma fungdo [ : (X,7) — (X', 7') é continua em x € X sse

Y 3 U)cu’
U'GVf(T) vev, f( ) <
Observemos que a condicio f(U) C U’ é equivalente a U C f~}(U’). Para
verificar a continuidade de f basta usar bases:

Exercicio 9.1. Sejam B, B’ bases de 7, 7’ respectivamente. Mostre que f é continua
em & sse

v j  f(B)c B
B’GB/ﬁVf(T) BeBNY,
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Proposicao 9.2. f € continua em x sse dada uma rede (xo) em X, xo — x =
f(za) = f(z).
Demonstragdo. Dividimos a demonstracao em duas partes:
(=) Seja x4 — x. Mostremos que f(z,) — f(z). Dado U’ € Vy(,), tomemos
U €V, com f(U) C U. Entao z, estd eventualmente em U logo f(x)
estd eventualmente em f(U) C U'.
(<) Provemos que se f nao ¢é continua em z existe uma rede z, — x com
f(zq) 4 f(x). Se f néo é continua em =z,

v oUg¢ iU

3
U'€Vi(a) UEV,

Tomemos V, como conjunto de indices. Dado U € V, escolhamos z, € U,

zy ¢ f71(U'). Entdo z, — x e f(zy) ¢ U logo f(zy) /4 f(x). O

Definicao 9.3. Dizemos que f : X — Y é continua sse f é continua em todos os
pontos x € X.

Teorema 9.4. Uma funcao f : (X,7) — (X', 7) € continua sse para qualquer
Aler, fYA) er.
Demonstracao. Dividimos a demonstracao em duas partes:

(=) Seja A’ um aberto. Mostremos que f~1(A’) = Intf~1(A’) (logo é aberto).
Sejax € f71(A’). Entdo f(z) € A" logo A’ € Vy(,). Portanto existe U € V,
tal que U C f~1(A’). Logo x € Intf~1(A).

(<) Seja z € X. Mostremos que f é continua em x. Dado U’ € Vy(y), tomamos
U=f"YU"). U€V,logo f é continua em z. O

Teorema 9.5. Seja S’ uma subbase de (X', 7). Entdo uma fungao f: (X,7) —
(X', 7") € continua sse para qualquer S’ € §', f~1(S") € .

Demonstragio. A direcgao (=) segue imediatamente de &’ C 7/. Provemos a di-
reccao (<=). Seja Bs a base definida em 2.2.
e Seja B=51N...NS, € Bs. Entao f_l(B) =f
e Seja agora A’ € /. Entao, pelo teorema 1.3, A
fFHA) =U (B e

Logo f é continua. O

“LS)N...nfH(Sk) T
=, Bi, Bi € Bs pelo que

Estamos agora em condicgoes de definir isomorfismo entre espacos topoldgicos:

Definigao 9.6. Dois espagos topoldgicos (X, 7), (X', 7") dizem-se homeomorfos se
existir uma bijeccao f: X — X’ tal que f, f~! sdo continuas. f diz-se um homeo-
morfismo.

Note-se que A — f(A) induz uma bijeccdo f : 7 — 7/ com inversa A’ — f=1(A’).

Exemplo 9.1. A funcdo f(z) = tan 2 é um homeomorfismo entre (=%, %) e R.

10. FUNGOES CONTINUAS E SUBESPAGOS

Teorema 10.1. Seja (Y, 7) um espago topoldgico, X C Y. Sejar: X — Y a
inclusdo. Entao 1 € continua e uma funcgao f : Z — X € continua sse a funcgdo
1of:Z —Y for continua.
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Demonstragio. Seja U um aberto em Y. Entao + 1 (U) = U N X é aberto em X.
Logo 2 é continua. Logo, se f for continua, 2 o f é continua. Se 2o f for continua,
dado A aberto em X, A=UNX com A aberto em Y. Entao

(o /)TN U) = f1 N U)) = FH(4)
pelo que f~1(A) é aberto. O

Proposigao 10.2. Seja X = J; A; com A; € 7. Entao uma fungio f: X —Y €
continua sse para todo o i as restrigoes fla, : A; =Y forem continuas.

Demonstragdo. fla, = f o1 com1; : A; — X a inclusdo. Logo f continua implica
f|a, continua. Suponhamos agora que para todo o i f|a, é continua. Seja x € X.
Entao x € A; para algum i. Dada uma rede z, — @, como A; € V., (z,) estd
eventualmente em A; logo para « grande, f(z4) = fla,(za) — fla,(x) = f(z). O

Teorema 10.3 (Lema da colagem). Seja X = Fy U Fy, F; subconjuntos fechados
de X. Sejam f; : F; =Y, i=1,2, fun¢oes continuas tais que f1 = fo em F1 N F5.
Entdo a funcao

| filx) zeF
€ continua.

Demonstragao. Seja C C 'Y um conjunto fechado. Entao
RO = (fFHO)NF)U(FHO)NE)

f~YC)NF; = f71(C) é fechado em F; (f; é continua), logo é fechado em X. A
unido de dois fechados ¢ fechada logo f~*(C) é fechado. O

11. TOPOLOGIA INDUZIDA E QUOCIENTES

Definigao 11.1. Dadas duas topologias 7,7 num conjunto X dizemos que 7 é
mais fina que 7/ sse 7’ C 7.

Seja Y um conjunto e (X, 7x) um espago topoldgico. Dada uma fungao f: Y —
X, f é sempre continua se pusermos a topologia discreta em Y. Chama-se topologia
induzida a topologia menos fina para a qual f é continua:

Definigao 11.2. Dada f : Y — (X, 7x), chama-se topologia inicial, ou topologia
induzida em Y, a
Ty = {f_l(A)  AeTy}

Ezercicio 11.1. Verifique que 7, é uma topologia, e que se f : (Y,7) — (X,7x) é
continua, entao 7 C T.

Exemplo 11.1. SejaY C X, +: Y — X a inclusao. Entao a topologia inicial em
Y é a topologia de subespaco.

Consideremos agora fungoes f : (X,7x) — Y. Se Y tiver a topologia indiscreta,
f é automaticamente continua. A topologia induzida é a topologia mais fina para
a qual f ainda é continua:

Definigao 11.3. Dada f : (X,7x) — Y, chama-se topologia final, ou topologia
induzida em Y, a
v ={A: f71(A) €14}
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Ezercicio 11.2. Verifique que 7, é uma topologia, e que se f : (X,7x) — (Y,7) é
continua, entao 7 C 7y.

Teorema 11.4. Seja f : X — Y wma funcdo tal que Y tem a topologia final.
Entao uma funcao g:Y — Z € continua sse go f for continua.

Demonstracao. Uma direcgao é a continuidade da fungao composta. Provemos pois
que g o f continua implica g continua. Dado um aberto A C Y, (go f)"}(4) =
f~1(g71(A)) é aberto logo, por definicio de topologia final, g=!(A) é aberto. Logo
f é continua. O

O caso em que f é sobrejectiva é particularmente importante:

Definigao 11.5. Sejap : X — Y uma funcao sobrejectiva tal que Y tem a topologia
final induzida por f. Entao chamamos a Y um quociente de X e a p uma funcao
quociente.

O proximo teorema diz-nos como construir fungdes continuas em quocientes:

Teorema 11.6. Seja p : X — Y um quociente e seja g : X — Z uma funcao tal

que VY g € constante em p~1(y). Entdo existe uma tnica funcdo §:Y — Z tal
ye
que g = gop. Mais, g € continua sse g for continua.

Demonstragdo. Dado y € Y escolhemos um ponto x € p~!(y) e definimos §(y) =
g(z). Entdo g = g o p. Pelo teorema 11.4, § é continua sse g for continua. Como p
é sobrejectiva, g é unicamente determinada por g. O

Dada uma relagao de equivaléncia ~ em X, o espago topoldgico X/ é o quo-
ciente de X com a topologia final induzida pela projeccao 7 : X — X/..

Ezxercicio 11.3. Seja f : X — Y uma fungao quociente. Entao existe uma relagao
de equivaléncia ~ em X e um homeomorfismo h : X/ — Y tal que f = hom.

12. PRODUTOS

Dada uma familia {(Xq,7a)}acr de espagos topoldgicos, seja X = [[, Xo. A
topologia de Tychonoff, é a topologia menos fina tal que as projecgoes 7; : (X, 7) —
(X, 7;) sdo continuas:

Definigao 12.1. A topologia produto, ou de Tychonoff, é a topologia T gerada
pela subbase S = {7 1(A) : a € I, A€ 7,}.

.. -1
Egercicio 12.1. Mostre que 75 (A) = A x [, 25 Xa-

Exercicio 12.2. Seja X = R x R, m,m : R? — R as projeccdes na primeira e
segunda coordenadas. Mostre que 7, '(A;) N7y ' (As) = Ay x Ay. Conclua que S
nao é uma base de nenhuma topologia sobre R2.

E conveniente ter uma base para a topologia de Tychonoff:
Proposigao 12.2. A colecgio de conjuntos
B= {H U, : Uy € 7o, Uy = X, excepto para um numero finito de z’ndices}

acl
€ uma base para a topologia de Tychonoff, T.
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Demonstragao. Dados [[Uqa,[[Va € B, (ITUa) N (I1Va) = [I(Ua N V,) € B.
Portanto B satisfaz as condicoes do teorema 1.4. Logo, B é uma base duma topologia
7/ sobre X. Agora seja U = [] U, € B e sejam «ag,...,q, os indices para os
quais U, # X,. Entao

€U VYV ma(r) €EUse V. 7o) €ls, & YV xen,(Us)
acl 1<j<n ’ 1<j<n J ’

acl

Logo U =, (Ua,) N...N 7 (U, ). Mas entdao S € B C 7. Logo 7/ = 7. O

«
Exercicio 12.3. Complete os detalhes da demonstragdo anterior: mostre que S C
B C 7 e que isto implica 7 = 7'.
Ezercicio 12.4. Seja B = m ' (A1)N...N7 ' (Ay) um elemento na base Bs associada
a subbase S. Mostre que B = [[U, em que U, = X, para a # o, ¢
Ua, :ﬂ{Ak 1<k<n, o =a;}
Conclua que B = Bs.

Teorema 12.3. Uma fun¢do f:Y — [, Xa € continua sseV mq 0 f for continua.
(63

Demonstracao. Numa direcgao é a continuidade da composta. Na outra direcgao,
usamos o teorema 9.5. Seja S = m; '(4;) € S. Entdao f~1(S) = f 1 (m; 1 (A)) =
(m; o f)71(A;) que é aberto. Logo f é continua. O

Teorema 12.4. Sejam A, C X,. Entdo
I 4-=1]] 4«
acl acl
Demonstracao.

(C) Seja z € [[An. Entdo existe uma rede z, — x com x, E_H A, logo
To(Ty) € A e malpha(z,) — walpha(x). Portanto m,(x) € A, logo x €

1 A..
(D) Seja z € [[As. Dado [[Us € Vs, Ta(x) € U, logo U, N Ay # 0. Mas

entdo [[Ua N[ Aa = [[(Ua N Ay) # 0. Concluimos que z € [ Aq. O

Teorema 12.5. Uma rede (x,) em X converge para x sse ¥ mo(z,) — ma(x).

Demonstragao. Se x, — x entdo my(z,) — 7o () por continuidade de 7,. Portanto
assumimos que 7, (x,) — 7o (). Seja U € V,. Podemos tomar U = [[ U, € B.
Queremos mostrar que existe um indice p tal que para v > p x, € U. Sejam

a1, ...,0p os indices para os quais U, # X,. Entdo para a # a;, m4(x) € U,.
Como 7y, (2,) — ma, (z), existem indices 1, ..., py tais que para v > p;, 7o, (z,) €
Uy,;. Tomemos um elemento p > p1, ..., pg. Entao, para v > u, mo(z,) € U, para
qualquer « logo =, € [[U, =U. O

13. CONEXOS

Definigao 13.1. Um espago topoldgico X diz-se conexo se os Unicos subconjuntos
de X simultaneamente abertos e fechados sao 0 e X.

Definigao 13.2. Uma separacdo de X é um par de abertos nao vazios A, B tal que
ANB=0e AUB=X.

Proposigao 13.3. X ¢ conexo sse nao tiver nenhuma separacao.
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Demonstra¢do. Se X ndo é conexo existe um subconjunto aberto e fechado A #
(), X. Entao A, A° é uma separagao de X. Se A, B é uma separacao de X entao
A° = B logo A é aberto e fechado. O

Proposicao 13.4. X € conexo sse as unicas fungdes continuas f : X — {0,1} sao
as constantes.

Demonstracio. Se f : X — {0,1} nao é constante, (f~(0), f~1(1)) é uma sep-
aragao de X. Se A, B é uma separagao de X, a fungdo f : X — {0,1} com f|4 =0
e flp =1 é continua. O

Teorema 13.5. Seja X C R. Entao X € conexo sse X é um intervalo.

Demonstragdo. Dividimos a demonstracao em duas partes:

(=) Seja X C R. Seja a =inf X, b = sup X. Suponhamos que existe um ponto
¢ €la,b] tal que ¢ ¢ X. Entao o par (] — 0o,c[NX, ¢, +00[NX ) é uma
separacao de X. Logo X nao é conexo.

(<) Seja f : I — {0,1} uma funcdo continua definida num intervalo I C R.
Entao o teorema do valor intermédio implica que f é constante. Logo I é
CONExO. (]

Teorema 13.6. Seja [ : X — Y wuma funcdo continua, A C X conexo. Entdo
f(A) € conezo.

Demonstrag¢ao. Dada uma funcao g : f(A) — {0,1}, a fungdo go f : A — {0,1} é
constante logo g é constante. (Il

Corolario 13.7 (Teorema do valor intermédio). Seja X um conjunto conezxo, f :
X — R. Entdo a imagem de X € um intervalo.

Teorema 13.8. Seja A C X conexo. Entio A é conexo.

Demonstracao. Seja f : Aﬁ—» {0,1}. f é constante em A. Podemos pois assumir
que fla = 0. Seja xz € A e seja (x,) uma rede em A tal que z, — x. Entao
0= f(zy) — f(x)logo f(x) =0 ({0, 1} é Hausdorft). Concluimos que f é constante

igual a 0. Logo A é conexo. O

Exercicio 13.1. Construa uma rede constante z,, = x num espago topoldgico X tal
que x, — Y % T.

Teorema 13.9. Seja Y um espaco conexo, Seja p: X — Y wm quociente tal que
para todo oy €Y, p~1(y) € conevo. Entdo X € conero.

Demonstragdo. Seja f : X x Y — {0,1}. Como p~!(y) é conexo, f é constante
em p~!(y). Logo existe uma fungio continua f:Y — {0,1} tal que f = fop. y é
conexo logo f é constante logo f é constante. O

14. ESPACOS CONEXOS POR ARCOS

Definigao 14.1. Seja (X,7) um espago topoldgico, a,b € X. Um arco, ou um
caminho, de a para b, é uma funcéo v : [0,1] — X tal que v(0) =aey(1) =b. ae
b sao chamados os pontos inicial e final do arco 7.

Definigao 14.2. Um espaco X diz-se conexo por arcos sse dados quaisquer a,b € X
existe um arco em X de a para b.
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Teorema 14.3. Seja (X, 7) um espago conexo por arcos. Entao (X, T) € conexo.

Demonstragao. Seja f : X — {0,1}. Dados zp, 21 € X seja v um arco de xy para
x1. Como [0,1] é conexo, foy:[0,1] — {0,1} é constante logo f(zo) = fo~(0) =
fo~v(1) = f(x1). Portanto f é constante logo X é conexo. O

Definicao 14.4 (Concatenagao). Sejam a,b,c € X. Seja v, um arco de a para b e

~v2 um arco de b para c. A concatengdo 71 * y2 de 1 com 79 é o arco de a para ¢
definido por

_f m(2t) se 0

Tx2 = { (2t —1) se 3

Ezxercicio 14.1. Mostre que 71 * 2 estd bem definida e é continua.

Teorema 14.5. Sejam X,Y espacos conexos. Entdo X XY € conero. Se X,Y
forem conexos por arcos, entdo X XY € também conexo por arcos.

Demonstragio. A projeccdo p: X x Y — Y é um quociente e p~1(y) = X x {y}
é conexo logo X x Y é conexo. Assumimos agora que X,Y sdo conexos por arcos.
Sejam (z1,y1), (z2,y2) € X x Y. Entéo, como x1 X Y é conexo por arcos existe um
arco 1 de (x1,y1) para (z1,y2). Como X X ys é conexo por arcos existe um arco
v2 de (x1,y2) para (x2,y2). Entdo 1 * y2 é um arco de (z1,y1) para (z2,y2). O

Teorema 14.6. Seja {A;} uma familia de conjuntos conezos tal que ¥; ;A;NA; # 0.
FEntao Ui A; € conexo. Se A; sdo conexos por arcos entdo UZ A; € conexo por arcos.
Demonstragdo. Seja f : |, Ai — {0,1}, zo, 21 € JA;. Seja zo € A;, x1 € Aj.
Tomemos z € A; N A;. Entao f(xo) = f(2) = f(z1). Logo f é constante portanto
\U; Ai é conexo. Se A;, A; forem conexos por arcos, existem arcos v, entre zg e 2
e 71 entre z e x1 pelo que y; * 72 é um arco de xp a x;. Logo UZ A; é conexo por
arcos. [l

15. COMPONENTES

Definigao 15.1. Seja z € X.

e A componente conexa de z, C;, é a unido de todos os conjuntos conexos
que contém x.

e A componente conexa por arcos de x, PC,, é a uniao de todos os conjuntos
conexos por arcos que contém .

FEzercicio 15.1. Mostre que C, é conexo e PC; é conexo por arcos.

Claramente, se A é conexo e z € A entao A C C,. Consequéncias imediatas sao
e C, é fechado: C, é conexo logo C, C C,.
e PC, C C,: PC, é conexo.
e Se C; NCy # 0 entao C, UC,y é conexo logo Cp = Cp, UC, = C,,.

Portanto

Teorema 15.2. Os conjuntos C, formam uma particao de x por conjuntos fecha-
dos.

Ezxercicio 15.2. Mostre que os conjuntos PC, formam uma particao de X.

Definigao 15.3. X é localmente conexo sse existir uma base B de abertos conexos.
X ¢ localmente conexo por arcos sse existir uma base B de abertos conexos por
arcos.
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Proposigao 15.4. Se X ¢ localmente conexo entao as componentes C,, sao abertas.
Se X € localmente conexo por arcos entao as componentes PC, sdo abertas.

Demonstracao. Seja y € Cp = Cy. Entao existe um B € B com y € B. Mas
entao B conexo implica B C Cy logo Cy ¢é aberto. A demonstracdo para PC; ¢ a
mesma. (]

Proposigao 15.5. Se X € localmente conezxo por arcos entio C,, = PC,.

Demonstragdo. Seja P a uniao das componentes conexas por arcos de C,, distintas
de PC,. Entao P e PC, sao abertos disjuntos com PC, U P = C,. Como C, é
conexo, tem que se ter P = () logo C, = PC,. ]

Corolario 15.6. Seja A C R um aberto. Entdo A é uma unido de intervalos
abertos disjuntos.

Demonstra¢ao. Um subconjunto aberto de R é localmente conexo. Escrevemos A
como a uniao das suas componentes conexas. Estas sao abertas e conexas logo sao
intervalos abertos. (]

16. COMPACTOS

Definicao e Proposicao 16.1. Um espaco topoldgico (X, T) € compacto sse se
verificar uma das sequintes condigoes equivalentes:

(1) Para qualquer colec¢ao {Uy} de abertos tais que X = |, Ua, existem
indices au, ..., tais que X =Uy, U...UU,,, .

(2) Dada uma colec¢ao {F,} de fechados, se para qualquer conjunto finito de
indices a1, ..., 0, Fo, N...UF,, #0, entio |J, Fo # 0.

Demonstragao. Escrevamos (1) na forma

v X:UUa:>( 3 X:Ualu...uUan)
{U.}Cr = Q1ye,Qn

Passando ao contrareciproco temos

v 3 X Uy, U...UU, — X U,
{Ua}CT (al,...,an 75 1 n) #LOLJ

Passando ao complementar temos

v (aa @#Uglﬂ...ﬂU§n>:>@7éﬂU§

{UQ}CT 5eeeyQn
que é exactamente o contetido de (2). O
Ezxercicio 16.1. Mostre que qualquer conjunto finito é compacto.

Teorema 16.2. Seja Y C X um subespago. EntioY é compacto sse para qualquer
colec¢io {Uy} de abertos de X tais que Y C |, Ua, existem indices o, . .., ay tais
que X =Uqy, U...UU,, .

Demonstragao.

= SeY CcU,Ua, Uy €7x,entao Y =, (UsNY)logoY = (Uy, NY)U...U
(Ua, NY) C Uy U...UU,,.
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<= SeY c U, Va, Vo € 7y, entao para cada o V, = U, NY, U, € 7. Logo
Y € U, Ua portanto Y C Uy, U...UU,,. Mas entdao Y = (Uy, U... U
Ua, )NY =V, U...UV, . O

Ezercicio 16.2. Descreva os conjuntos compactos nas topologias discreta e indisc-
reta.

Teorema 16.3. Seja X um espaco compacto, Y C X fechado. EntaoY € com-
pacto.

Demonstragio. SeY C |J, Ua, entao X =Y°U(J, Uq) logo X =Y°UU,, U...U
Ua, - MasentaoY C Uy, U...UU,,. O

Teorema 16.4. Seja K C X compacto, f : X — Y continua. Entao f(K) é
compacto.

Demonstragio. Se f(K) C U, Ua, entdao K C |, f~1(Uys) logo K C f71(Uy,) U
..U fY(U,,). Portanto f(K) C Uy, U...UU,,,. O

17. ESPACOS COMPACTOS DE HAUSDORFF

Lema 17.1. Seja (X,7) um espago de Hausdorff, Sejam K1, Ky C X compactos
disjuntos. Entdo existem abertos disjuntos Uy, Us tais que K; C U;.

Demonstragao. Primeiro demonstramos o caso em que K; = {z}. Para cada y €
K, escolhemos abertos disjuntos V,,, W, tais que x € V,, e y € W,. Entao K; C
U, Wy logo definimos U = Wy, U...UW,, D Ks. Seja Ui =V, N...NV,, . Entdo
Ui € V. Seja z € Us. Entdo z € W, para algum j logo z ¢ V,,, logo 2z ¢ U;.
Portanto U; N Us = 0.

Seja agora K7 um compacto arbitrario. Para cada x € K; escolhemos abertos
disjuntos V,, W, com =z € V, e K5 C W,. Procedemndo do mesmo modo encon-
tramos abertos disjuntos Uy, Us tais que K; C Uj. O

Corolario 17.2. Seja X um espaco de Hausdorff, K C X compacto. Entio K é
fechado.

Demonstrag¢iao. Dado © ¢ K existem abertos disjuntos U,V tais que x € U e
K CV. Mas entao z € U C K€ logo K¢ ¢é aberto. O

Corolério 17.3 (Teorema de Weierstrass). Seja f : X — R continua, K C X
compacto. Entao f|x tem mdzimo e minimo em K.

Demonstragcdo. R é Hausdorff e f(K) é compacto logo f(K) é fechado. Como
f(K) c U,] —n,n[, existe um N tal que f(K) C]— N, N[. Agora basta recordar
que um subconjunto de R limitado e fechado tem maximo e minimo. (|

Corolario 17.4. Seja Y um espaco compacto e X um espago de Hausdorff. Entdao
uma funcao f: X —'Y continua e injectiva € um mergulho.

Demonstragao. f(X) é Hausdorff logo podemos assumir que f é bijectiva. Mostremos
que f~! é continua. Seja F' C X um fechado. Entao F é compacto logo (f =)~} (F) =
f(F) é compacto. Como Y é de Hausdorff f(F) é fechado. Portanto f~! é continua
logo f é um homeomorfismo. O
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18. TEOREMA DE TYCHONOFF

Definigao 18.1. Uma rede (z,) é universal sse, dado C C X, z,, € C eventual-
mente sse z,, € C' frequentemente.

Para construir redes universais precisamos do seguinte lema da teoria dos con-
juntos:

Lema 18.2 (Lema de Zorn). Seja 2 uma colec¢ao de conjuntos tal que, dada uma
subcolecgao B C A totalmente ordenada |JB € A, isto €,

< YV _GCeC OuCQCC1>:> UJcexn

C1,C2EB
2 ce®

Entao existe um conjunto Cpr € A mazimal, isto é,

V CyCcC=C=Cuy
ced

Corolario 18.3. Eziste uma colec¢ao C de subconjuntos de X tal que
(1) Cl,CQ eC=0CinCyeC
(ii) Se C € C entdo x, € C frequentemente
(iii) Para qualquer A C X, A€ C ou A® €C.

Demonstrag¢ao. Usamos o lema de Zorn. Seja
A= {C Cc P(X):C satisfaz (i) e (ii)}
Dado B C 2 totalmente ordenado, seja C = |JB.

(i) Dados C1,Cs € C, existem Cy,Co € 9B tais que C; € C;. Podemos assumir
sem perca de generalidade que C; C Cy. Entao Cy,C5 € Cy. Como Co
satisfaz (i), C1 N Cy € Co C C.

(ii) Dado C € C, existe um C; € B tal que C € C;. Logo z, € C frequente-
mente.

Existe portanto um elemento Cp; € 2 maximal. Para concluir a demonstracao
basta verificar que dado A C X, A € Cp; ou A€ € Cyy.
- Provemos que X € Cp;. Seja C = CU {X}. Entéo claramente C € 2 e
Cyr C Clogo Cyr =C.
- Seja B C X Provemos que

( V x2,€BnNnC frequentemente) = BeCy
CeCnm

SejaC =CpU{BNC : C €Cp}. Csatisfaz (i) e (ii) logo C € 2. Portanto
C=2Cy. MasB:BﬁXGClogoBECM.

- Por absurdo suponhamos que A, A€ ¢ C. Entéao existem C7,Cy € Cps tais
que (z,) ndo estd frequentemente em ANCy, A°NCy. Seja C =C1NCy €
Cy. Entao (z,) nao estd frequentemente em AN C,A°NC. Logo (z,)
néo estd frequentemente na unido (AN C)U (A°NC) = C contradizendo
C € Cy. |

Teorema 18.4. Sdo equivalentes
(1) X € compacto
(2) Qualquer rede universal em X converge
(3) Qualquer rede em X tem um sublimite
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Demonstragao.

1= 2 Seja X compacto e seja (r,) C K uma rede universal que ndo converge.
Entao x, nao tem sublimites. Logo, para qualquer x € X existe um U, € V,
tal que x, ¢ U, para v suficientemente grande. X = [J, U, pelo que
X =U,, U...UU,,. Entao, para v suficientemente grande x, nao pertence
a nenhum dos Uy, o que é absurdo.

2 =3 Seja (z,),er uma rede em X. Seja J C I x C o subconjunto dos pares
(v, C) tais que z, € C. Definimos y,,c = x,. Mostremos que (y,,c) ¢ uma
rede universal:

(a) J é um conjunto dirigido: dados (v1,C4), (va,Ca) € J existe um p >
v1,v3. Como C =C1NCy €C, x, € C frequentemente logo existe um
v > utal que z, € C. Portanto (v,C) € Je (v,C) > (v1,C1), (va, Ca).

(b) Se A € C entdo (y,,c) estd eventualmente em A: tomemos z, € A.
Entao (p, A) € J ese (v,C) > (u, A), entdo y,c =x, € C C A.

(c) Reciprocamente, se (y,,c) estd frequentemente em A, entdo (y,) nao
estd eventualmente em A° logo A€ ¢ C logo A € C.

Portanto

Yv,c € A eventualmente = y, ¢ € A frequentemente = A € C = y, ¢ € A eventualmente

Logo (yu,c ¢ uma rede universal. Portanto y, ¢ — x. Mostremos que x é
um sublimite de (z,). Seja U € V,. Entédo y, ¢ estd eventualmente em U
logo U € C logo (z,) estd frequentemente em U.

3 = 1 Queremos provar que X é compacto. Seja {F,} uma familia de fechados
tal que F,, N...NF,, # 0. Tomamos como conjunto de indices o conjunto
dirigido

F={F=F,nN..NF,}
Para cada F € F escolhamos um ponto zp € F. Seja x um sublimite
de (zr). Provemos que Yoz € F, e que portanto Mostraremos que x €
F, = F, e que portanto No Fa # 0. Seja U € V,. Como (xp) esta
frequentemente em U, existe um F' > F, talquexp € U. Maszp € F C F,
pelo que zp € U N F, # (. O

Corolario 18.5 (Teorema de Tychonoff). Seja {X,} uma familia de espagos com-
pactos. Entio X =[], Xao € compacto.

Demonstra¢do. Seja (z,) uma rede universal em X. Entdo (m;(z,)) é uma rede
universal em X, uma vez que dado C C X,, mo(z,) € U & z, € 7,1 (U). Logo
(mi(zq)) converge para um ponto z, € X,. Entdo z, — z =[], za. O

19. CONJUNTOS COMPACTOS EM R"
Proposicao 19.1. O intervalo [a,b] é compacto.

Demonstrag¢io. Como [a,b] é homeomorfo a [0, 1] basta mostrar que [0,1] é com-
pacto. Seja {U;} uma cobertura aberta de [0,1]. Seja S o conjunto dos pontos
s € [0,1] tal que [0, s] pode ser coberto por um numero finito de U;’s. Queremos
mostrar que 1 € S. Seja s o supremo de S. Entéo 3;s € U; logo 3]s —¢,s+e[C U;.
Tomemos um ponto s; € SN|s — ¢, s]. Entéo

[0,81]CUj1UUj2U...UUj
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Mas entao, para qualquer ponto se €]s, s + [,

[0,s0) CU; LU, WU, U...UUj,
logo, se s3 <1, so € S. Como s é o supremo de S, concluimos que s = 1. O
Corolario 19.2. Um subconjunto X C R™ € compacto sse € limitado e fechado.

Demonstragdo. Se X é fechado e limitado, estd contido num intervalo I. Como
I é compacto e X é fechado, X é compacto. Se X é compacto, X C J,, Bn(0).
Tomando uma subcobertura finita, X C B,(0) logo X ¢é limitado. Como R™ ¢
Hausdorff, X é fechado. O



