
I. Gráficos

1. Considere a função

fpxq “
#

ecx ` 2 sen4 x ´ 1 x ě 0

lnp1 ` x2q ` 3x x ă 0

(a) Calcule f 1pxq para x ‰ 0;
(b) Mostre que f é cont́ınua e calcule o valor da constante c de modo a f ser diferenciável na

origem e calcule f 1p0q.
2. Calcule as derivadas laterais em x “ 0 da função fpxq “ arcsenp1 ´ x2q. Qual o domı́nio de

diferenciabilidade de f?

3. Determine o domı́nio, o domı́nio de diferenciabilidade e a derivada da função fpxq “
?
coshx ´ 1.

Quais as derivadas laterais de f em 0?

4. Considere a função fpxq “ x4 ´ 8
3
x3 ` 2x2 ´ 1.

(a) Determine os intervalos de monotonia de f .
(b) Estude a concavidade de f .
(c) Esboce o gráfico de f .

5. Esboce o gráfico duma função cont́ınua f : R Ñ R, duas vezes diferenciável para x ‰ ˘2 cujos
sinais das derivadas são:

x ă ´2 ´2 ă x ă 0 0 ă x ă 1 1 ă x ă 2 x ą 2
f 1pxq ´ ` ` ´ `
f2pxq ´ ` ´ ´ ´

Será que a função f pode ser diferenciável em x “ ˘2?

6. A figura seguinte mostra os gráficos de duas funções.

(a) Indique em cada gráfico os pontos cŕıticos, extremos locais e os pontos de inflexão.
(b) Sabendo que se trata de polinómios, qual o grau mı́nimo de cada polinómio?

7. Esboce, se posśıvel, o gráfico duma função diferenciável f : R Ñ R tal que
(a) f é crescente, convexa e minorada.
(b) f é crescente, convexa e majorada.

8. Estude a monotonia e a concavidade da função fpxq “ x3 `a x em função de a. Esboce os gráficos
para alguns valores representativos de a.

9. Determine as asśımptotas da função fpxq “ x `
?
x2 ` 1.

10. Esboce o gráfico duma função diferenciável f : R Ñ R tal que f tem y “ x como asśımptota à
direita, y “ ´x como asśımptota à esquerda, f é côncava para x ą 1 e convexa para x ă ´1.

11. Considere a função fpxq “ x arctanx.
(a) Determine o declive das asśımptotas ao gráfico de f .
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(b) Determine as asśımptotas ao gráfico de f .

12. As seguintes funções são assimptóticas a x. Use esse facto e as asśımptotas verticais para esboçar
os seus gráficos.

(a) fpxq “ x ` 1

x ` 1
(b) x ´ 1

x2

13. Estude as seguintes funções quanto a monotonia, concavidade e asśımptotas, e use essa informação
para esboçar o gráfico.

(a) e´x2

(b) arctanpx2q (c) 1{ lnx (d) e1{x

(e) x ` 1

x2
(f)

|x|
1 ´ |x| (g)

x

1 ` lnx
(h)

1

px ´ 1qpx ´ 3q

(i)
x2 ´ 4

x2 ´ 9
(j)

ex`1

x ` 2
(k) x2e´x (l) xe1{x

(m) arctan
´ x

x ´ 1

¯

(n) x ` 2 arctanp1{xq (o) x4e´x (p)
x

2
` lnpx ` 1q ` lnpx ´ 1q

14. Seja f uma função de classe C2. Mostre que entre dois pontos cŕıticos de f existe pelo menos um
ponto de inflexão de f .

15. Seja f : R Ñ R uma função duas vezes diferenciável, com derivada f 1 : R Ñ R estritamente
crescente e tal que lim

xÑ´8
f 1pxq “ ´8 e lim

xÑ`8
f 1pxq “ `8.

(a) Mostre que existe um único ponto a P R tal que f 1paq “ 0, e que m
def“ fpaq é o mı́nimo

absoluto de f .

(b) Dado qualquer valor b P sm,`8r, mostre que o conjunto f´1pbq def“ tx P R : fpxq “ bu tem
exactamente dois elementos.

16. Seja g : R Ñ R uma função diferenciável, com derivada g1 : R Ñ R cont́ınua e limitada, e tal que
gp0q “ 0. Considere a função h : Rzt0u Ñ R definida por hpxq “ gpxq{x (x ‰ 0). Mostre que h é
uma função limitada em Rzt0u e prolongável por continuidade ao ponto zero.

17. Seja g : R` Ñ R uma função diferenciável tal que lim
xÑ`8

gpxq “ p P R. Mostre que se lim
xÑ`8

g1pxq
existe, então é igual a zero.



II. Primitivas

1. Verifique, derivando, que
ş

lnx dx “ x lnx ´ x ` C.

2. Determine uma primitiva (imediata) de cada uma das seguintes funções:

(a) 2x2 ` 3x3 (b) π ` 5
?
x3 (c)

`?
x ` x

˘2

(d) ex`3 (e) 2x´1 (f)
x2 ´ x ` 1?

x

(g)
3

x ` 3
(h)

1

px ´ 2q2 (i) 3
?
1 ´ x

(j)
4

1 ` 4x2
(k) cosp3x ` 1q (l)

1
5
?
1 ´ 2x

(m)
1

ex´1
(n)

1

p2x ` 1q3 (o)
1?

1 ´ 4x2

(p)
3
?
x2 `

?
x3

x
(q) px2 ` 1q3

3. Determine f sabendo que:

(a) f 1ptq “ 2{
a

1 ´ t2 , ´1 ă t ă 1 , fp 1
2

q “ 4 .

(b) f2pθq “ cos θ , fp0q “ ´3 , f 1p0q “ 2 .

(c) f 1pxq “ 1

4 ´ 5x
, fp0q “ fp1q “ 0 .

4. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções, escrevendo-as na forma f 1`gpxq
˘

g1pxq:

(a)
x?

1 ´ x2
(b)

x2

3
?
x3 ` 1

(c)
x

4 ` x2

(d) x cospx2 ` 1q (e) x2 senpx3 ` 1q (f)
x3

x8 ` 1

(g)
x?

1 ´ x4
(h)

e
?
x

?
x

(i)
1?

xp1 ` xq

(j)
senp1{xq

x2
(k)

1

x2

b

1 ´ 1
x2

(l) senpxq cospcosxq

(m) senpxq cospxq (n)
cospxq
sen2pxq (o)

lnx

x

(p)
cosplnxq

x
(q) exee

x

(r)
ex`1

1 ` ex

(s)
ex

1 ` e2x
(t)

parcsenxq3?
1 ´ x2

(u)

?
arccosx?
1 ´ x2

(v)
1

x lnx
(w) px ´ 2qe´x2`4x (x)

3

a?
x ` 1?
x

(y) cospxqesen x (z) ex cospexq
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5. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções:

(a)
sec2p1{x2q

x3
(b)

ex?
1 ` e2x

(c)
senx

1 ` cos2 x

(d)
ex

cos2pexq (e)
tan2 x

cos2 x
(f)

1

p1 ` x2qp1 ` arctanxq

(g) ex
?
ex ` 1 (h) tanx (i)

?
x

b

x
?
x ` 2

(j)
coshx

1 ` senhx
(k) 2xpx2 ` 1q3 (l) sec2pxqetan x

(m)
eargcosh x

?
x2 ´ 1

(n)
1?

xp?
x ` 1q (o)

arctanx

1 ` x2

(p)
sec2 x

tanx
(q)

cosptanxq
cos2 x

(r)
1

x cos2plnxq

(s)
sec2ptanxq

cos2 x
(t)

4x ` 3

2x2 ` 3x
(u)

a

1 `
?
1 ` x?

1 ` x

(v) cospxq coshpsenxq (w)
3 senhx

p1 ` coshxq2 (x)

c

argsenhx

x2 ` 1

(y)
x?

x4 ´ 1
(z)

cosx?
1 ` sen2 x

6. Determine uma primitiva de cada uma das seguintes funções:

(a)
lnx

x
a

ln2 x ` 1
(b)

arctanpxq cosparctan2 xq
1 ` x2

(c)
senx e

?
cos x

?
cosx

(d) ex cospexq sen2pexq (e)
x cospx2q
sen2px2q (f)

senp1{xq
a

cosp1{xq ` 1

x2

(g)

a

arctan
?
x?

xp1 ` xq (h) senp2xqesen2 x (i)
x cospx2q

senpx2q ln
`

senpx2q
˘

7. Determine uma primitiva das funções seguintes, usando as relações

sen2 x ` cos2 x “ 1, sec2 x ´ tan2 x “ 1, cosh2 x ´ senh2 x “ 1

(a)
2

1 ´ sen2 x
(b) tan2 x (c) sen3 x

(d) sen3 x cos4 x (e) cos3 x sen2 x (f) cos3 x sen3 x

(g) 4 cos2 x sen2 x (h) senhx cosh2 x (i) 3 cosh3 x

(j) cosh2 x (k) tan3 x ` tan4 x (l) tan2 x sec2 x

(m) sec4 x (n)
sen3 x

cosx
(o) cos3 x

?
senx

8. Para cada uma das seguintes funções

fpxq “ x senpx2q , gpxq “ ex

2 ` ex
, hpxq “ 1

p1 ` x2qp1 ` arctan2 xq
determine se posśıvel:
(a) uma primitiva que se anule no ponto x “ 0;
(b) uma primitiva que tenda para 0 quando x Ñ `8.

9. Existe alguma primitiva de 1{ 3
?
x que não seja prolongável por continuidade a x “ 0?

10. Determine todas as primitivas da função sec2 x.

11. Mostre que todas as primitivas duma função ı́mpar f : R Ñ R são pares. O que acontece se f for
par? E se Df “ Rzt0u?


